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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se um algoritmo geral de acoplamento EC-EC para a
descrigao de problemas tridimensionais de propagacao de ondas em meios sélidos com
caracteristicas complexas, como por exemplo, solos com varias camadas, sistemas
envolvendo acoplamento o solo e varias fundagées, inclusbes de formas geométricas
diversas, etc. A estratégia adotada é baseada em um algoritmo de decomposicao
genérico, que por sua vez baseia-se no solver de gradiente biconjugado com pré-
condicionamento de Jacobi (J-BiCG). Ha, assim, a possibilidade de que cada
subestrutura do modelo seja tratada independentemente do ponto de visto numérico,
nao havendo portanto, montagem explicita do sistema de equagdes. Desse modo, tanto
o tempo de resolucao do sistema quanto a meméria sao otimizados, uma vez que se
elimina, completamente, o armazenamento e a manipulacdo de blocos de coeficientes
nulos presentes no sistema esparso de equacOes algébricas. Vale ressaltar que
elementos de contorno descontinuos sao aplicados de modo a simplificar a introducao
das condicdes de acoplamento entre as subregides, as quais, usualmente, apresentam
arestas e cantos. Uma discussdo sobre a forma correta de se estabelecerem
parametros do algoritmo FFT, de modo que ndo ocorram condi¢oes iniciais espurias e
aliasing, é também apresentada.

Por fim, nas aplicagdes, uma série de problemas é analisada no dominio da freqiéncia
de modo a verificar o desempenho do programa computacional, medido em termos de
precisdo das respostas e eficiéncia do solver. Respostas no dominio do tempo, na
maioria dos casos, sdo também reconstituidas, via algoritmo de transformada inversa

de Fourier.

Vi



Abstract

In this work, a general BE-BE coupling algorithm for investigating three-dimensional
wave propagation phenomena in solids with complex characteristics such as layered
soils, coupled soil-foundation systems, inclusions with general geometric shapes, etc. is
presented. The strategy adopted is based on a generic domain decomposition algorithm,
on its turn, based on the Jacobi-preconditioned biconjugate gradient solver (J-BiCG).
Thus, the global coupled matrix has not to be explicitly assembled. In fact, the algorithm
operates the subsystems as they were independent of each other. Thereby, both the
solution CPU time and storage memory are optimized, since one completely avoids
storing and manipulating all blocks of zeroes present at the sparse coupled system of
equations. Furthermore, discontinuous boundary elements are used to simplify the
imposition of the coupling conditions between the subregions, usually containing corners
and edges. The correct consideration of parameters involved in the Fast-Fourier-
Transform (FFT) algorithm so as to avoid spurious initial conditions and the aliasing
phenomenon is also discussed.

At the end, a series of analyses through the frequency domain is carried out to test the

performance of the computer code, measured in terms of response precision and solver
efficiency. Time-domain responses are also reconstituted via inverse FFT algorithm.

Vil



Sumario

D ]=To [ [oF=Y (o] ¢ - W UUPPRPPPPPN: Il
FANe | = To [=Tod 1 g =T | (o - PSR v
TS 0] .4 T T UUPPPPPPPPRN: VI
ADSITACT. .. e VIl
YU =Y (o TSRS VI
Capitulo 01 — INtrodUGA0........ceerriierr s s 1
Capitulo 02 — Fundamentos da Elastodinamica........cccccceesvemmmrninsssnmnnnsssssssnnes 6
2.1 — Equacgdes Basicas da Elastodin@mica..........ccoooueiieeiiiiiiiiieeeeee e 6
2.2 — Estratégias de RESOIUGAOD.........uuuiiiieiiiiee e 9
2.2.1 — Estratégia de Resolugdo no Dominio da Frequéncia..............c...ccccceueeenn. 11
2.3 — Tratamento NUMEIICO ......uuiiii i 13
2.3.1 — Transformada de FOUIIEN ..............ooouaee e e 13
2.3.2 — Transformada Rapida de FOUIIEr................ccuuueceeeeaeeeeeeeae e 16
2.4 — Consideracdes sobre analises no Dominio da Frequéncia.............cccceeeueeee. 17
2.4.1 — Tempo estendido € AMOrteCimento .............ccoeeeeeeieeeee e 17
2.4.2 =0 €feltO AlIASING ...t 20

Vil



Capitulo 03 — Analise no Dominio da Freqiiéncia via Formulacao Direta do

MLE.C. ottt s e e 21
3.1 — O problema no dominio da FrequeNCIa ...........occuveeeeeeiiiiiiiiee e 22
3.2 —formulagéo Integral do MEQC............ooiiiiiii e 23
3.2.1 — Célculo da resposta em Pontos INternos .............ceeeeeeeeeeeieeeeeseeiieeiees 28
3.2.2 — Célculo das Tensdes N0 CONOINO.............cccuuwcumeeercieeeseciieeeieee e 28
B.2.2.1 = APlICAGOES ... 32
3.3 — Discretizacao espacial da equacao integral de contorno ..........ccccceevveeeee.... 36
3.4 — Process0s de INeQraGao ......ccuuiiiurriiiiii it 46
3.4.1. — Integrais ndo-singulares e quasi-SinguUIAres. .............cc.ccccceeeveeiieiieccccnns 46
3.4.2. — INt€QraiS SINQUIAIES..........cc.eeeeeeeeeeeeeeee e 47
3.4.3. — Procedimentos especiais de integragao .............ccocouuueieieeeeiieiieiiiceccas 49
3.4.3.1. — Transformag&do de coordenadas polares triangulares............................ 49
3.4.3.2. — Transformagd0 NG0—NNEAr...............ccccueueeiieeieeeeee e 53

3.4.3.3. — Processo combinado — transformac&o de coordenadas polares

triangulares + tfransformagdo NGo—liN€ar.............ccccceeeveveeeiiiiiiiiices 56
Capitulo 04 — O algoritmo de subestruturagao .........ccccccemerrmrrmrrrreeeeressssssssssnnes 59
4.1 = SOIVEIS .. 60
4.1.1 — OS SOIVErS ItEratiVOS ........ccccueeieiieieeeeeeeeeeee e 60
4.2 — ACOPIamMENtO GENEIICO.....uuuiieiieeiiiiiie ettt e e e e e e nnree e e e eans 64
4.3 — Interfaces INClINAJAS. ... .. ueeeeiiiiiee e 68
4.4 — Resolugao do Sistema acoplado .........ceeeiieiereeiiiiiieee e 69



Capitulo 05 — APlICACOES ......ccurrrrrssssnmmrnrisssssnmsrsssssssssnmssssssssssnnnssssasssnsnsnssssssssnnns 71

Aplicagé@o 5.01: Vigas COmM SUDIEQIOES ........cooriuririiiiiiiiiiiee e 71
Aplicagao 5.02: Interagcao Sol0-FUNAAGAOD ........cevveeeeei i 78
Aplicagéo 5.03: Interacado Fundag@o-Solo-Fundagado .........ccceeeeiiieeeiiiiiiiiieee e 85
Aplicaga@o 5.04: Solo com TiNChEIra ........ueeiiiiiiiee e 90
Aplicagé@o 5.05: Solo sem trinCheira ..........ooooiiiiiiii e 99
Capitulo 06 — CONCIUSOES.......currrrrumrrrissmnsisssnssssssnsssssssnssssssms s essmsssssnms s sasnnnssnssns 107
Bibliografia .......cccccerimiiiieimi i ————— 110



Capitulo 01 - Introducao

Na andlise de problemas de engenharia, estabelecem-se modelos matematicos,
usualmente sistemas de equacdes diferenciais, que representem adequadamente o seu
comportamento fisico. Dessa forma, introduzem-se as variaveis Uteis na descrigdo de
sua resposta, as quais serdo determinadas quando da resolu¢do dos correspondentes
modelos matematicos.

Por muito tempo, a solugdo dessas equacdes foi estudo de diversos pesquisadores.
Porém, com o passar do tempo a busca por respostas de problemas cada vez mais
complexos comegassem a surgir. Desse modo, solugbes analiticas tornaram-se
impraticaveis ou mesmo impossiveis. Os métodos numéricos, ou aproximados,
apareceram entdo como uma interessante alternativa, pois, através da aproximacao
dessas equacgdes diferenciais por sistemas de equagdes algébricas, obtidas via
processos de discretizagdo do modelo fisico-matematico em questdo, aliada ao
desenvolvimento de computadores, tornou-se possivel a obtencdo de respostas

aproximadas extremamente precisas.

Uma das primeiras estratégias adotadas na obtengdo de respostas aproximadas de
problemas de engenharia baseava-se no Método das Diferencas Finitas (Southwell,
1946), que pode ser aplicado, a principio, a qualquer tipo de problema. Porém, a
introducao de condicdes iniciais e de contorno é bastante inconveniente. Além disso, ha
a necessidade de malhas consideravelmente refinadas para a obtencdo de bons
resultados. Posteriormente surgiu o0 Método dos Elementos Finitos, M.E.F., que resolve,
em principio, de maneira rapida e eficiente, qualquer tipo de problema (Zienkiewicz,
1989). Porém, a necessidade da discretizacdo de todo o dominio de andlise do
problema faz com que suas malhas tenham elevado nimero de elementos, sobretudo
em andlises tridimensionais.



Uma outra alternativa de aproximacdo de respostas, que tem se mostrado muito
interessante também, fundamenta-se na utilizagcao de integrais de contorno, através das
quais os problemas sao descritos apenas em termos de suas grandezas de contorno
(Banerjee, 1994). Chega-se entdo ao Método dos Elementos de Contorno, M.E.C.,
bastante eficiente na resolugcao de muitos problemas de engenharia, sobretudo aqueles
que se relacionam com o modelamento de regides abertas (estendendo-se ao infinito) e
que envolvem concentracdo de tensdo. A qualidade de respostas obtidas via M.E.C.,
sua precisdo, € uma caracteristica muito importante, porém, como outros métodos
numéricos, o0 M.E.C. tem pontos negativos e positivos. Podem-se destacar os seguintes

pontos negativos:

¢ Necessidade do conhecimento de solugcbes fundamentais para cada classe de
problema;

e Existéncia de integrais singulares, que exigem a aplicacdo de estratégias
sofisticadas de integracao;

e As matrizes resultantes dos sistemas sdo cheias e nao-simétricas, exigindo a
utilizagéo de solvers eficientes.

Sao pontos positivos do método:
e Discretizacdo somente do contorno do problema por elementos finitos de
contorno, tornando o modelo consideravelmente mais simplificado (com muito

menos elementos e nos);

e Em fungdo do menor numero de nds e elementos, o sistema resultante fica,

evidentemente, menor;
e Alto nivel de preciséo da resposta;
e A formulacdo do método faz com que o mesmo seja muito interessante para

solugdes de problemas de dominios infinitos (problemas de interacdo solo-
estrutura), uma vez que as condicdes de radiagdo sao perfeitamente satisfeitas.



Apesar das integrais fortemente singulares demandarem cuidado especial, a eficiéncia
do método esta intimamente relacionada a eficiéncia dos algoritmos de integracéo,
utilizados para avaliar as integrais fracamente singulares e quasi-singulares, que apesar
de existirem no sentido ordinario, podem consumir um elevado tempo de
processamento, uma vez que requerem um numero elevado de pontos de integracao
para que resultados precisos sejam obtidos. Muitas pesquisas recentes tém se
concentrado no estudo e desenvolvimento de algoritmos de integragcédo eficientes, ou
seja, que fornegcam precisdo aceitavel sem que o tempo de processamento torne-se
proibitivo. Uma das primeiras estratégias desenvolvidas baseia-se na subdivisdo dos
elementos de integracdo em varios subelementos e na aplicagdo da quadratura de
Gauss sobre cada subelemento separadamente (Lachat e Watson, 1976; Jun et al,
1985; Voutsinas e Bergeles, 1990). Todavia, tem-se que o grau do polinémio de maior
ordem que pode ser exatamente integrado utilizando-se essa técnica é determinado
pelo numero de pontos de integracdo considerado em cada subelemento de integracédo
e ndo pelo niumero total de pontos de integragao por subelemento.

Em Telles (1987), encontra-se um processo para a avaliacdo das integrais fracamente
singulares e quasi-singulares baseado em uma transformagdo ndo linear de
coordenadas polinomiais do 3° grau. Tem-se, nesse processo, que 0s pontos de

integracéo séo deslocados para a diregao do ponto fonte (£) em fungdo da distancia do

elemento de contorno ao ponto de campo (r). Para valores de r muito grandes este
processo € automaticamente desativado (Telles, 1987, Telles e Oliveira, 1994). Outra
estratégia que pode ser adotada para aumentar a eficiéncia dos algoritmos de
integracao é a transformacao de coordenadas polares triangulares, a qual, caracteriza-
se pela subdivisdo do elemento em subdominio triangulares e por uma sequéncia de
mapeamentos de modo a reduzir a ordem da singularidade (Li et al, 1985; Alberto
2002).

Em Silva (2005) e Silva e Aratjo (2004), desenvolveu-se, com 0 objetivo de aumentar a
eficiéncia dos algoritmos de integracdo, um processo baseado na combinacdo da
transformacado de coordenadas polares e da transformacdo Nao-Linear de Telles, que
serd utilizado neste trabalho.



Do ponto de vista de aplicacdo, o objetivo deste trabalho é aplicagdo do M.E.C. a
problemas elastodinamicos no dominio da freqliéncia, em que haja ou nao
descontinuidade em seu dominio de definicdo, envolvendo materiais ndo—homogéneos,
e, sobretudo, descritos via modelos de grande ordem. Para tal, aplicam-se técnicas de
subestruturacdo, que consistem basicamente na subdivisdo do dominio do problema em
sub-regides € na consideragdo de modelos de contorno para cada uma delas. A técnica
usada neste trabalho fundamenta-se na aplicacdo de solvers iterativos, dentre os quais
destacam-se os solvers de Krylov (Silva e Araujo, 2004; Araujo, 1989; Sonneveld, 1989;
van der Vorst, 2003). Estes solvers tém se mostrado bastante eficientes, principalmente
na analise de problemas de grande porte, pois devido ao fato de nao realizarem
transformagdes na matriz durante o processo de resolugdo do sistema de equacgoes,
possibilitam eliminar completamente o armazenamento e a manipulacdo de blocos de
coeficientes nulos. Esses solvers também sdo de grande importdncia no
desenvolvimento de programas computacionais com op¢édo de processamento paralelo,
uma vez que possibilitam a subdivisdo do problema por meio da decomposi¢ao
genérica de dominio (subestruturacao) (Araujo et al, 2001; Araujo et al 2002; Araujo et
al 2003; Araujo et al 2004).

Em Araujo, Belmonte e Freitas (2000) e Martins (2000), iniciou-se o desenvolvimento da
estratégia de acoplamento genérico EC-EC, utilizada neste trabalho. Nesses trabalhos
as sub-regides ainda nao eram tratadas completamente independentes. O sistema de
equacdes ainda era explicitamente montado, porém os blocos de zeros eram
completamente excluidos durante a sua resolugdo. Em Dors (2002), realizou-se entdo a
implementacao da estratégia de acoplamento genérica ja sem a montagem explicita do
sistema global acoplado, na verdade, como se as demais subestruturas ou subregides
fossem numericamente desacoplados. Nesse trabalho usaram-se apenas elementos de
contorno continuos. Em Alberto (2002) e Araujo, Alberto e Dors (2003), estendeu-se a
estratégia de acoplamento para problemas 3D transientes. Em Silva e Araudjo (2004) e
Silva (2005), o procedimento de acoplamento foi bastante simplificado mediante a
introdugdo de elementos de contorno descontinuos, 0s quais simulam as
descontinuidades de fluxo ou de forcas em cantos e arestas nas interfaces entre as
subregides. Nesse trabalho, as condicdes de acoplamento compunham-se apenas das
condi¢cdes de equilibrio e de compatibilidade.



Em resumo, deseja-se adequar toda a estrutura do programa desenvolvido para
problemas estaticos e estacionarios a problemas elastodindmicos, no dominio da
frequéncia. Diversos problemas como aqueles envolvendo interacdo o solo e varias
fundacdes, problemas de propagacdo de ondas em solos, vigas com trincas, etc...
podem entdo agora ser eficientemente analisados.

No decorrer desta dissertacdo serdo apresentados os conceitos basicos de problemas
dindmicos (Capitulo 02), dando uma énfase especial a analises no dominio da
frequéncia. A seguir serd apresentada a formulagdo do M.E.C. para problemas
elastodindmicos no dominio da freqiéncia (Capitulo 03), definindo-se as solugbes
fundamentais, os elementos de contorno continuos e descontinuos, até a montagem
final do sistema discretizado. No capitulo 04 serdo apresentados o solver utilizado no
presente trabalho, além do esquema de acoplamento genérico EC-EC. As aplicacbes
sao demonstradas, analisadas e comparadas com diversos autores no capitulo 05, com
o objetivo de validar as implementac¢des realizadas. Por fim, no Capitulo 06, as

conclusées e ultimos comentarios sao apresentados.



Capitulo 02 — Fundamentos da Elastodinamica

Neste capitulo sdo apresentadas as equacodes diferenciais que governam o problema
elastodindmico e as estratégias de resolucao destes problemas no dominio da

freqliéncia.

Algumas das idéias basicas do fenbmeno de propagagao de ondas que sdo utilizadas
neste trabalho ndo serdo detalhadas, uma vez que o tema tem sido satisfatoriamente
abordado por diversos autores (Achenbach, 1973, Miklowitz, 1972, Beskos & Manolis,
1988, Dominguez, 1993), alguns deles tratando problemas elastodindmicos ja

diretamente via MEC.

O algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT) e seus erros classicos, como a
correta consideracdo do tempo estendido e do amortecimento, sdo também, abordados.

2.1 Equacées Basicas da Elastodinamica

Para o estabelecimento das equacdes diferenciais que descrevem problemas de
propagacao de ondas elasticas em um sélido, considera-se um infinitesimal de dominio
(Fig. 2.01). Tem-se entdo, para problemas lineares, isotrépicos e homogéneos, as
relacoes:
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Figura 2.01 — Elemento Infinitesimal
Equacéo Diferencial de Equilibrio:
O, +Pb,=pu (2.01)

Relagbes cinematicas:
£, =~ lu,, +u,,) (2.02)
2

Lei constitutiva:
O, =MELO,; +2UE; (2.03)

Nas expressbes acima, u; denota o vetor de deslocamento no ponto x no tempo
genérico t, segundo a direcdo i, o; e g; sdo, respectivamente, o tensor de tenséo e o
tensor de deformagéo, b; séo as forgas de volume, p é a densidade. Note que a virgula
indica derivada espacial e o ponto, derivada temporal. As constantes de Lamé , A e p,

s&o dadas por:



Ev

rm—
(1+v)(1-2v) (2.04)
E
E
u=G= TP (2.05)

onde E representa o mddulo de elasticidade do material, G € o modulo de elasticidade

transversal e v o coeficiente de Poisson;

Combinando-se as trés relacbes matematicas dados por (2.01) a (2.03), obtém-se a
equacao diferencial que descreve fenémenos de propagacio de ondas em sélidos em
termos de deslocamentos, valida para pequenos deslocamentos. Esta equacao,

denominada de equacéao de Navier, é dada por:

b, e
(Clz_cg)ui,ij +C22uj,ii +——=u; (2.06)
Yo,
que devera ser resolvida sob as condi¢des de contorno,
ui(x,O):U,., ,Xe S,
; (2.07)
Moi(X,O):O-ijl’lj:})i ,xe S,
e condicdes iniciais,
u,(x,0)=u’
. (2.08)
u’i(x,0)=v";

Tais equagOes sdo apresentadas sabendo que I'=T"4+I; , que representa o contorno do
corpo, n; é a componente do vetor unitario normal ao contorno do corpo, P € o vetor

forca de superficie. Os coeficientes ¢4 e ¢, dados por



¢ = [(2+2p) (2.09)
p

o, = £, (2.10)
p

que sao, respectivamente, as velocidades das ondas de pressao e de cisalhamento do
meio. Seus efeitos, para uma onda se propagando na direcao de x4, sdo mostrados na
figura 2.02. Na figura. 2.02a, mostra-se a propagacao da onda primaria (de pressao), de
velocidade cy. Na figura 2.02b, mostra-se a propagacdo da onda secundaria (de
cisalhamento), de velocidade c,,

Figura 2.02. Efeito das ondas de pressao(a) e cisalhante (b).

2.2. Estratégias de Resolucao

Um problema dindmico se difere, em principio, do problema estatico pela sua natureza
tempo-dependente. Assim, for¢as inerciais e eventuais variagbes temporais de carga
precisam ser consideradas (Clough e Penzien, 1993; Tedesco, 1998; Choppra, 2001).



Para estabelecer corretamente os parametros de uma analise dindmica, estudar-se-ao
inicialmente sistemas simples, conhecidos como sistemas de 01 grau de liberdade
(S1GL) como o descrito na figura 2.03, Gteis na simplificacdo de sistemas maiores.

m

k
M p()
1

Cc

JOOS 0000600800

Figura 2.03- Sistema de 01 grau de liberdade (Massa, mola e amortecedor).

Dado um sistema linear, com massa concentrada m, rigidez k e amortecimento ¢, sob a
acado de uma excitacdo genérica (p(t)), pode-se montar, a partir da terceira Lei de
Newton, a equacgao que o governa (Choppra, 2001), dada por:

mu+cu+ku:p(t). (2.11)

Para solucionar tal equagao ha diversos métodos. O primeiro seria a estratégia classica,
que consiste na soma de uma solugao particular com uma solugdo complementar (Wylie
e Barret,1985).

Outra maneira de se determinar a solucao da equacéao 2.11 é baseada na aplicacao da

forga, p(r), como se fosse uma seqiiéncia de infinitos curtos pulsos. A resposta de um

S1GL, sob a acdo de uma forga p(t), no tempo t, é entdo obtida adicionando-se as

respostas de pequenos impulsos em um determinado tempo, que constitui a conhecida
Integral de Duhamel (Clough e Penzien, 1993).

A integral de Duhamel fornece uma alternativa ao método classico de solu¢do, mesmo

para excitacdes complexas, onde a mesma deve ser analisada numericamente.
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Outra alternativa para a solu¢do da equacao 2.11 é a utilizacdo das transformadas de
Laplace e de Fourier, essas duas transformacdes sdo conceitualmente similares, sendo
que a transformada de Fourier leva a andlises do dominio da frequéncia.

2.2.1. Estratégia de Resolugcdao no Dominio da Freqliéncia

Em geral, analises no dominio da freqliéncia seguem o esquema apresentado na figura
2.04.

Dominio Dominio da

[ do Tempo | [ Frequencia |

Ll Plo)
|

T.Direta

1
P(Y) de Fourier

|
|
|
| |
| |
| |
| T.nversa |
. de Fourier i

|
_ L]

(1) |

U(o)

|
|
|
Hijey) }
|
|
|

I_________

Figura 2.04 — Esquema da andlise no dominio da Freqtiéncia

Dada uma excitacao periédica p(t), de periodo T,, essa pode ser escrita através da série
de Fourier,

— N i(jont)
= 3 Pl (2.12)

j==

onde @, € o harménico fundamental ou primeiro harménico da excitagéo, dado por
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Dy =—, (2.13)
e o, é afreqUéncia circular do j-ésimo harmonico

;= ja,. (2.14)

Desta forma, transforma-se a excitacdo arbitraria em um carregamento harmdnico

complexo, via transformada direta de Fourier. O coeficiente de Fourier P;, que pode ser

entendido como sendo a amplitude do j-ésimo harménico da excitacdo, & expresso em

termos de p(r) na forma (Choppra, 2001):
P(w) = j p(He “dt . (2.15)

Para célculo da reposta no Dominio da FreqlUéncia, faz-se necessario a definigdo prévia
da funcao da reposta em freqiiéncia para cada valor de freqiéncia, definida por:

1

H (o) = 5 . . (2.16)
- m+ioc+k

A resposta, para cada freqiiéncia, fica entao definida sendo:

U =H (0)P(w). (2.17)

Note que para problemas maiores, onde a discretizagdo espacial faz-se necessaria, 0
procedimento de definicdo da reposta no dominio da freqiéncia é adaptada para cada
método numérico (M.E.F., M.E.C., M.D.F., entre outros).

A resposta de sistema linear sujeito a uma excitagao periodica, dado pela equagéo 2.11,
pode entdo ser determinada pela combinagao de respostas dos termos individuais da
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serie de Fourier. Desta forma, tem-se a reposta no dominio do tempo, via Método do
Dominio da Freqliéncia, dada pela transformada inversa de Fourier:

17 iar
u(t)—EJ;U(a))e do. (2.18)

2.3. Tratamento Numeérico

Tratar essas transformacdes de Fourier analiticamente pode ser um processo tedioso.
Desta forma, para tornar o método do dominio da freqliéncia eficientemente pratico e
preciso, faz-se necesséaria uma abordagem numérica.

As analises numéricas podem ser dividas em duas etapas, a primeira seria a
transformacao do par de equagdes de Fourier de forma discreta (Transformada Discreta
de Fourier). A segunda etapa seria a adog¢ao de uma estratégia numérica eficiente para
avaliacado dessas transformadas discretas de Fourier.

2.3.1. Transformada Discreta de Fourier

A avaliacdo numérica requer o truncamento das transformagdes de Fourier, pois estas

sdo integrais improprias.
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0N Y

Figura 2.05 — Carregamento discretizado

Deve-se discretizar o carregamento, em N parcelas iguais de tempo (Ar). A
consideracdo de um tempo adicional ao final do periodo de aplicacdo da carga,
conforme a figura 2.05, torna-se necessaria, de modo que, ap6s sua aplicacdo, o
sistema leva algum tempo, em virtude de seu amortecimento, para retornar a posicao
de repouso. Esse comportamento é primordial para as analises no dominio da

frequéncia e sera discutido em um tépico adiante.

b p(Y)

A A

~_ A ~/ A

<9
™7

Figura 2.06 — Extens&o periédica do carregamento p(t)

Considerando a extensdo periédica de um determinado carregamento, conforme a
figura 2.06, ao se realizar o truncamento, obtém-se :

N-1
pn — Z P.el(zlﬂ’lj/N) (219)

J
j=0
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1 N-1

P =— e
J Nj=opn

—i(2mj/ N)

(2.20)

As equaglbes 2.19 e 2.20 sdo as equagdes que definem a Transformagao Discreta de
Fourier.

Desta forma, inicialmente calcula-se a resposta para o harmonico correspondente a um
carregamento no dominio do tempo transformado, ou seja,

U =HP  0<j<N-1. (2.21)

J L
A fungéo de resposta da frequéncia, H,, € calculada a partir da equagéo 2.16 para cada

@ =, . Conforme as equagdes 2.19 e 2.20, sabe-se que as frequéncias superiores a

frequéncia de Nyquest, que é definida como a freqiéncia do maior harmdnico da
transformacao, ou seja,

wma’x = Ea’o = 1 ’ (222)
2 At

sd0 0 conjugado complexo dos seus pares positivos. Desta forma deve-se variar as
frequéncias da seguinte maneira:

(2.23)

;

~ j@, 0<j<N/2
|-WN-j@, NI2<j<N-1'

Logo, a resposta u, =u(t,), no tempo discreto ¢, = nAt, é calculada de acordo com a

versdo truncada da equagéo 2.23, definindo-se assim, a transformada discreta inversa
de Fourier:
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N-1 N-1
u, =y U™ =>"U ™™ (2.24)

Jj=0 Jj=0
2.3.2. Transformada Rapida de Fourier (FFT — Fast Fourier Transform)

O método da Transformada Discreta de Fourier determina a resposta de um sistema
qualquer, mas tornou-se realmente eficiente computacionalmente com o algoritmo
desenvolvido por Cooley e Tukey (1965), a transformada rapida de fourier (Fast Fourier
Transform, FFT). Este algoritmo ndo traz mudangas quanto ao anterior, mas sim uma
grande eficiéncia e precisao.

Para consideragdes sobre a importancia deste algoritmo, deve-se considerar qualquer
uma das equacgdes da Transformada Rapida de Fourier como sendo (Clough e Penzien,
1993):

B,=) AW,”, (2.25)
n=0
onde
27
W, =e. (2.26)

A avaliagdo da soma sera mais eficiente se o numero de incrementos de tempo N, o

qual o carregamento é divido em partes iguais, deve ser igual a:

N=M?2. (2.27)

Devido a consideragao da equacgéo 2.27, N e M podem ser tratados de forma binaria
(Zero ou 1), simplificando extremamente o tratamento numérico. A equagédo 2.25 pode
ser entao escrita, para o caso de M=3 e N=8, como:
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1

B(my,m,,m,) =" A, (my,my,ng )W, (2.28)

ny=0

Este procedimento € particularmente eficiente porque minimiza a memoria necessaria
para armazenamento das variaveis. Nota-se que quanto o nimero de subdivisdes do
carregamento, mais eficiente é este procedimento, por exemplo, para N=1024 o
algoritmo FFT necessita somente 0,5% do esforco computacional do que o
procedimento DFT ( Clough e Penzien, 1993; Choppra, 2001).

2.4. Consideracoes sobre analises no Dominio da Frequéncia

Nota-se que para um tratamento numérico das Transformadas de Fourier, possiveis
erros provenientes de uma incorreta introducao das condicdes de contorno do problema
poderdo surgir. Destacam-se a correta consideracdo do amortecimento, do tempo
estendido e do efeito alysing

2.4.1. Tempo estendido e Amortecimento

A resposta dindmica de um sistema simples de 01 grau de liberdade, com

amortecimento do tipo viscoso, sob a agao do carregamento da figura 2.07,

100

£ 1(s)

0,2

Figura 2.07 — Carregamento no tempo a ser analisado
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que deve ser obtida considerando-se um tempo de aplicacdo, de pelo menos, 1,5 vezes
o tempo de aplicacdo de interesse (Choppra ,2001). Entretanto, este tipo de analise
apresenta grande sensibilidade quanto a consideragdo do tempo estendido. De modo a
realizar algumas observagdes, adotou-se a viga engastada livre, com as propriedades
fisicas indicadas, da figura 2.08.

E = 400 MPa
v=00 p=1x10* kgm?

100 m

Figura 2.08 — Viga engastada livre simulada como S1GL

Para a consideragdo de trés valores diferentes de amortecimento (£ =0.001, £ =0.01,

& =0.1) montaram-se os graficos 2.01 a 2.03,
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Grafico 2.01 — Consideragéo do tempo estendido a um S1GL da figura 2.06 (£ = 0.001)
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Gréfico 2.02 — Consideragao do tempo estendido a um S1GL da figura 2.06 (£ = 0.01)

2,50E-04
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Grafico 2.03 — Consideragao do tempo estendido a um S1GL da figura 2.06 ( «f =0.1)
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que apresentam o deslocamento da extremidade livre da viga no tempo, sendo essas
respostas comparadas com aquelas fornecidas por Clough e Penzien (1993).

Nota-se que quanto maior o0 amortecimento, menor o tempo estendido necessario para
que ndo ocorram interferéncias iniciais na resposta (grafico 2.03), em fungdo da
transformacao do carregamento. Essa andlise é extremamente importante, visto que,
dado um problema com baixo indice de amortecimento, maior sera o tempo que deve

ser acrescentado ao carregamento real.

2.4.2. O efeito aliasing

A primeira etapa do processo de obtencédo da resposta de um determinado sistema, via
dominio da freqiiéncia, é a transformacdo do carregamento em harmonicos, que
somados representem perfeitamente o carregamento original no tempo.

Pela consideracdo da transformada discreta de Fourier, 0 nUmero de pontos de uma
transformacao qualquer tem aspecto vital na sua reconstituicdo. Um dos erros gerados
pela incorreta adocdo de tais passos de carregamento é o efeito aliasing.nDefine-se
efeito aliasing, ou foldover, como o surgimento de freqiiéncias espurias, (diferentes da
original) quando o sinal ndo esta corretamente representado. Para fungdes harmonicas,

com poucos pontos tal efeito € praticamente eliminado. Para fungbes arbitrdrias ou

periodicas faz-se necessario um numero maior de pontos.

20



Capitulo 03 — Analise no Dominio da Freqténcia

via Formulacao Direta do M.E.C.

Nas ultimas décadas o Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.), definitivamente,
se estabeleceu como uma importante alternativa de analise dentre os varios métodos
numéricos existentes, tendo sido aplicado aos mais diversos tipos de problemas de
engenharia, lineares ou nao lineares, no dominio da freqiéncia ou tempo dependentes,
envolvendo fluidos e sélidos.

Resumidamente, pode-se dizer que uma vez estabelecida a equacao ou o sistema de
equacgdes diferenciais parciais que descrevem o comportamento das variaveis de um
dado problema fisico, 0 método consiste na transformacdo deste sistema em um
sistema de equacgdes integrais envolvendo apenas os valores de contorno. Sendo
assim, diferentemente dos métodos de dominio, faz-se, naturalmente necessaria a
discretiza¢do apenas do contorno do dominio envolvido para a aproximagéo da reposta.
De outro modo, uma formulagao baseada em equagdes integrais de contorno satisfaz
identicamente a resposta do problema no interior de seu dominio de definicdo, e,
aproximadamente, no contorno. A avaliacao da resposta no interior é realizada a partir
dos valores de contorno.

Este capitulo trata, de forma sucinta, a formulagdo direta do MEC, para analises

dindmicas no dominio da freqiiéncia, aspectos gerais relacionados com as estratégias
de algebrizacdo da equacao integral e uma descrigdo da biblioteca de elementos.
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3.1. O problema no dominio da freqiiéncia

Considerando um instante de observacao consideravelmente grande, apés os disturbios
iniciais, para se analisar o comportamento da Equacao de Navier, descrita no capitulo 2,
sob excitagdes harménicas, pode-se assumir que o comportamento desta solucdo e das
variaveis de campo do problema seja harmdnico no tempo (Manolis e Beskos, 1988),

com uma determinada freqiiéncia angular @,. Neste caso o problema é do tipo

estacionario.

Assim, a analise se torna bastante simplificada, uma vez que o tempo pode ser
eliminado, ou seja, o problema de valor inicial de contorno é reduzido a um problema de
valor de contorno apenas, cuja equacdo de movimento se apresenta no dominio da
frequiéncia do carregamento harménico aplicado ao problema.

A anédlise de um determinado problema fisico através do dominio da frequéncia leva a
resultados mais satisfatérios, se comparada a analise no dominio do tempo, nos casos
em que os parametros contidos na equagdo de movimento, como por exemplo, 0
amortecimento e a rigidez, sejam dependentes da frequéncia. Além disto,
determinando-se a frequéncia natural da estrutura, a analise no dominio da frequéncia
possibilita um acompanhamento do comportamento da solugao do problema fisico, de
modo a evitar que a frequéncia do carregamento periédico se aproxime perigosamente
da frequéncia natural da estrutura (Beskos e Manolis, 1988; Clough, 1993 e Banerjee,
1994).

Sejam entdo as grandezas fisicas envolvidas no problema elastodinamico
representadas de forma harménica no tempo:

u(x,t)=U(x,w)e™™, (3.1)
b(x,t)= B(x,w)e™™, (3.2)
plx,1)= o, (x)n;(x)=T, (x, a))e_i””nj(x) = P(x,w)e™™, (3.3)
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sendo B(x,w), U(x,w), P(x,w) grandezas complexas em fungdo de uma determinada

frequéncia angular @ (rad./s).

Substituindo as equagoes 3.1, 3.2 e 3.3 na equacao de Navier, pode-se reescrevé-la, da
seguinte forma:

B.
(Clz _sz )Ui,lj/ +C22Uj,ii +7j =U,, (3.4)

J

Como as condigdes inicias ndo interferem na resposta estacionaria do problema, obtém-

se as seguintes condigdes de contorno freqiiente dependentes:

U(x,0) = U (x,0) xeTl
P(x, ) = P(x,) ,xeT,

3.2. Formulacao Integral do M.E.C.

Partindo-se da equacédo ou do sistema de equacgdes diferenciais parciais que governam
um determinado problema fisico e mediante a aplicacdo de algumas relacdes
matematicas, é possivel obter a representacdo integral de contorno deste problema
(Brebbia et al, 1984). Uma alternativa para isso é via a expressao geral dos residuos
ponderados. Outra alternativa € via a aplicacdo direta de relagbes de reciprocidade que
envolve dois estados-solucdo do problema em questao, na regido de analise (Banerjee,
1994). Note que, partindo-se da expressdo geral de residuos ponderados, faz-se
necessario usar o teorema da divergéncia para a obtengao da formulagéo integral de
contorno. Procedimento andlogo também se adota para a derivagdo de relagdes de
reciprocidade. Em problemas elastodindmicos, descritos pela equagédo de Navier, usa-
se o teorema de Graffi (equivalente ao teorema de Betti-Rayleigh para o caso

elastostatico).
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Tem-se, desta forma, para problemas elastodindmicos, analisados no dominio do
tempo, a seguinte representacdo integral de contorno (Eringen, 1975; Araljo, 1994),
obtida considerando-se solugbes fundamentais tempo-dependentes como um dos
estados elastodindmicos no Teorema de Graffi:

cik(g)u,.(g,t)qj (£, DM edr = [ [ (. &.,7) (. )T

ro

[ [l &t )b, (2T dQ+ | v (s, (. £,8.0) 1t (K (x.£.1.0) | d2
Q

Q

com, i e k variandode 1 a 3.

Figura 3.1 — Representacao do problema de valor de contorno.

Na expressdo 3.6, x e & sdo, respectivamente, o ponto de campo e o ponto fonte,

¢, (£) é o termo livre da integral, definido por:

Cik (5): S +limx%07_|.srp;< (X, §)d1“£ ) (3.7)

Te

st

onde " p, sdo as forgas fundamentais de contorno para o caso elastostatico e £ é o

raio de uma superficie esférica que circunda o ponto singular (veja figura 3.02).
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X3

X2

X1
Figura 3.02 — Ponto singular no contorno cercado por parte de uma superficie esférica

O termo, da equagéo 3.6, b,(x,7) é o vetor das forcas de volume, u.(x,7) e p.(x,7) séo

vetores contendo as varidveis de contorno, e, u,(x,&,1,7) e p(x.£,1,7) sdo as

solugdes fundamentais do problema elastodindmico tempo-dependente.

A representacdo integral de contorno para o caso elastodindmico, no dominio da
frequéncia, pode ser obtida pela consideragcdo de condi¢des iniciais nulas e das
expressdes harménicas dadas pelas equacdes 3.1, 3.2 e 3.3. Desta forma, a equacao
3.6 é reescrita, sendo

c.(E) U, (£ @)™ + jjp; (x.&.1,7)U,(x,7)e"drdl(x)=

, (3.8)
.”u; (x,&,1,7)P(x,7)e " “drdl(x)+ ”;u,k (x,&,1,7)B.(x,7)e " d 7 dQ(x)
ro Q
Definindo-se
Ui = juk (x,&,t,7)e "dT
0 , (3.9)

Pi = _[pk (x,&,1,7)e " ™dr

0
tem-se que:
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cx(E) U, (€ @)™ + [ Pu(x.&, @)U, (x, 0)dT(x) =

. (3.10)
[Ui(x.&.0) P(x.0)dT(x)+ [U'k (x. £ 0) B, (x. 0)dOx)
onde se sabe que:
Uix=e Uik(x,f,a)) (311)

Pu=c P (x.&w)

sendo P, e U, as solugdes fundamentais para o caso elastodinamico tridimensional

(Eringen, 1975), definidas como

Uy =—ABrr, =8 x| o] e = —e o[- Lo m Ly
47[pr NN 2w o Cz .
r 1 L
e -
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P, = a {_6622(5”,1"}”,111 _é‘ikr:m 0,7 =0, ‘r,k)'

- 47[1"2 km', j mi
.r .r . .r . r
1 lwg ta); i 1 lwg 1 lw:
e 7 —e -——| —e “* ——e +
rr@ ra\ c, ¢
i C23 i
_ _ _ Cr 72 cl |
2(6”,i”,k”,m 5ikr:m 5kmr,j é‘mir,k 4 7€
¢
. .or 3 P o
2iw o~ ¢ i c r| e
2 2 a | _ _ 2 — i — B
— i € 3 € r:mé‘im 1 7| 1-iwo—le
C, (& (& G

. r o’
(5ikr:m+5kmr:j l—io— e ©

%)

(3.13)

Nas equacgdes 3.12 e 3.13, E e v sdao, respectivamente, o mddulo de elasticidade e o

coeficiente de Poisson. r € o médulo do vetor raio, r, e n, sdo, respectivamente, as

componentes na direcdo i do vetor raio e do vetor normal unitdrio ao contorno que

aponta para fora do dominio. ¢, e ¢, séo, respectivamente, conforme o capitulo 02, as

velocidades das ondas de pressdo e de cisalhamento no dominio analisado e &, é o

delta de Kronecker.

Considerando agora as relacoes da equacao 3.11, a equacéo integral de contorno para

problemas no dominio da freqiiéncia pode ser reescrita como

cx(E) U, (& o)+ [ P (x.&,0)U, (x, 0)dT (x) =

[UL (.6 @)P(x, 0)dT(x)+ [ U} (x.¢. @) B, (x, ) d(x)

r Q

(3.14)

Os termos ¢, (£) sdo calculados conforme a equagdo 3.07. A avaliagdo da resposta no

contorno, desta maneira, é realizada mediante a resolu¢cdo das equacgdes integrais,

equacao 3.14, sob a consideracao das condigdes de contorno gerais (equagao 3.5).
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3.2.1. Calculo da resposta em Pontos Internos

Conhecida a resposta no contorno do dominio de definicdo do problema, pode—se, com

esses valores, obter a resposta em qualquer ponto &, pertencente ao dominio de
definicdo do mesmo. Neste caso, c,(£)=dJ,. Portanto, a expressdo integral de

contorno para célculo dos deslocamentos destes pontos internos sera dada por

U,(§.0)= [U(x.£.0)P(x, 0)dl(x)-

: (3.15)
IP,-Z (x,,0)U,(x, w)dl (X)+IU,-1 (x.£. @) B, (x, 0)dQ(x)

Q

O estado de tensdo no ponto & pode ser obtido derivando—se esta equagao em relagéo

as suas coordenadas cartesianas, de modo a se obter o tensor de deformacdes. Assim,
via aplicagcéo da lei de Hooke, obtém-se:

O (& )= .[FU;/' (x,&, ®) P, (x, w)dl - J.r P’; (x.5)U, (x. @)l + (3.16)

J.QU;J. (x,&, 0)B, (x, 0)dQ
3.2.2. Calculo das Tensoes no contorno

Existem véarias maneiras de se determinar as tensGes no contorno, uma delas é
utilizando a formulagdo para determinacdo das tensdes nos pontos internos, via
integracdo numérica da equacgao 3.14. Porém, para a definigdo da tensdao em pontos
fontes proximos do contorno, a forte quasi-singularidade dos nucleos fundamentais
demandam cuidados especiais. Em virtude dessa barreira, outra estratégia pode ser
adotada, a qual, de posse da solucdo de contorno, aplica-se tanto a problemas
elastostaticos como elastodinamicos.
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Inicialmente, define-se o sistema de coordenadas locais do elemento. Adotando-se a
componente x3 do elemento como sendo o vetor normal ao proprio elemento (figura

3.03), tem-se:

el
e

<

=

Figura 3.03 — Sistema de coordenada local de um elemento genérico no né a ser determinado as tensées
no contorno

o1 =03=p,
0n=0%n =;2 (3.17)
o3 =p,
Desta maneira, a equacao 2.01 pode ser escrita da seguinte forma:
— VE A — — —
(811+822 +€33)+ 2Gé&n (3.18)

T i—2)

Fazendo uso da equacéo 2.05 e simplificando o denominador na equacao 3.18, chega-

se ao seguinte resultado:

on =2G(1+L

(1-2v)

j— 2GE - 2GE —
E11 + En +
(1-2v) (1-2v) (3.19)
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533=2G(1+ 4 j‘ +(2GE en+ 20F

i—2) ) =) i) (3.20)

Com a equagado 3.20 h& a possibilidade de se isolar o termo 533, determinando assim

seu valor:
- — 2GE - 2GE - (1-2v)
€33 =| 033 — E11— "n|—— -
(1-2v) (1-2v) 2G(1-v) (3.21)
Substituindo a equagao 3.21 na equacgao 3.19, colocando em seguida o termo (1 ! )
-V

em evidéncia e realizando simplificagdes algébricas, os valores de o111 e G2 ficam

definidos por:
— 1

0'11:m

o=

On = (i—v) [V3'33 + ZG(EII +VED )] (3.23)

oy +26(en +ven ) (3.22)

Em virtude do Delta de Kronecker, o valor de 512 é:

O =0u=2Gen (3.24)

Assim, através das equagdes (3.17), (3.22), (3.23) e (3.24) determina-se o estado de
tensbes no nd de contorno em coordenadas locais. Por ser usual a representacao do
estado de tensdo em coordenadas globais, 0 mesmo é transformado, via rotagdo do
tensor de tensdes.
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Para a determinacdo das tensGes nos nds do contorno € necessaria a definigdo das
componentes da deformacao naquele n6 em funcdo de um elemento associado. Para
isso considera-se a relacdo deformagao-deslocamento:

Eij :l a;i(xl’_xz’xs)_i_ a;./' (xl’_xzax3)
2 dx; oxi

(3.25)

Sabendo-se que a aproximagdo dos deslocamentos sobre um certo elemento de

contorno € dada por

u,-(xl,xz,x3): hq(r,s)'uqi , (3.26)

pode-se entdo, agora, obter as derivadas cartesianas das fungdes de deslocamentos,
as quais substituidas na relacdao 3.25, fornecerdo as deformacdes necessarias para

determinagdo das expressdes de tensdes. Nas relagbes acima ugi€ a componente do

vetor deslocamento do g-ésimo n6 de algum elemento segundo o eixo Xxi, nnoel € 0
nimero de nés do elemento de contorno em analise, e hq (r,s) € o valor das fungbes de

forma do elemento nos nés de contorno. Obtém-se:

-1

a_ﬂi _ ndizme /lik nnoelahq (V, S) | ndizme nnoelahq (I", S) ) 2 (327)
aXI k=1 q=1 ar ! m=1 q=1 ar !

De forma anéloga define-se:

aM,‘ _ ndime nm’dahq (r, S) o ndime nnoelahq (r’ S) ' )
— = ) .

. — X
ik q mq
x> k=1 g=1 ds m=l | ¢=1 os

(3.28)

Com as equacgbes 3.27 e 3.2, determinam-se as deformagdes e conseqientemente as

tensdes nos nds do contorno.
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3.2.2.1. Aplicacoes

Diversos problemas foram tridimensionalmente analisados para validar a
implementagao da estratégia de calculo de tensbées no contorno. Apenas problemas
estaticos sdo apresentados nesta secdo, o que, na verdade, ndo invalida a verificagdo
da estratégia para problemas elastodinamicos, dado que essa é exatamente a mesma
para andlises estéticas e dinamicas.

Problema 1
O primeiro problema analisado foi o de uma barra quadrada, engastada livre, com a

acao de compressao unitaria uniforme aplicada na extremidade livre (figura 3.04), por
este ser um exemplo classico no que diz respeito a determinacao de tensoes.

E =2050000
v=00

Figura 3.04 — Viga engastada livre com pressao uniforme aplicada na extremidade livre

O modelo utilizado poderia ser bem simples, conforme indicado na figura 3.04 (unidades
em kgf e em metros), porém, no intuito de verificar as implementag¢des da estratégia de
acoplamento EC-EC, fez-se uma malha com 4 subregides homogéneas. Variando-se as

malhas contidas nessas regides. A figura 3.05 ilustra uma dessas malhas.

Figura 3.05 — Malha gerada pelo gerador de malhas do NAESY e sua forma deformada

32



De maneira a validar os resultados, 0 mesmo problema foi analisado com o ANSYS 9.0.
Para fins de comparacdo, realizou-se um refinamento progressivo da malha de

elementos de contorno, sendo os resultados apresentados na tabela 3.01.

No6 01 - elemento 01 - (0,0,0)

"El:jenr:leerr?tg: Elemento Q4 |[Elemento Q8| Analitica
6 -0,99551823 | -0,99209904 | -1,00000
10 -1,000229 |-0,99627963 | -1,00000
18 -0,99999769 | -1,0000874 | -1,00000
22 -1,0000001 | -1,0000127 | -1,00000
24 -0,99944265 | -1,0062397 | -1,00000
42 -1 -0,99999997 | -1,00000
54 -0,99969498 | -1,0057527 | -1,00000
96 -0,99979421 | -1,0046997 | -1,00000
216 -0,99988514 | -1,0026448 | -1,00000
297 -0,9999061 | -1,0023433 | -1,00000

Tabela 3.01 — Comparagao do resultado em fungdo do refinamento da malha

Problema 2

O segundo estudo é de uma viga bi-apoiada submetida a uma carga uniformemente
distribuida (figura 3.06).

q=20.0
E = 2050000

r v=0.0

5000

Figura 3.06 —Modelo utilizado no calculo da viga bi apoiada ( unidades em kgf e em metros)
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Figura 3.07 —Malha gerada pelo gerador de malhas do NAESY

Neste caso, nao houve um refinamento continuo da malha de elementos de contorno.
Para comparagéo, analisou-se o mesmo problema com o ANSYS 9.0, devido a sua
disponibilidade no LAMEC/UFOP. Os resultados, ja esperados, de deslocamento e de

tensao no meio do vao estdo na tabela 3.02.

No no meio do vao
Fonte Deslocamento Tensao
(mm) (kgf/mm?)
NAESY (presente Trabalho) 4,98 947,90102
ANSYS 4,99 1068,2

Tabela 3.02 — Comparagéo resultados viga bi-apoiada

Problema 3

O ultimo problema considerado, encontrado com muita freqiiéncia em torres de
extracdo off-shore de petréleo, trata da andlise de tensdo em risers, tubos condutores

de petroleo da fonte de extracao as torres, submetidos a presséao interna (figura 3.08).

Figura 3.08 — Tubos de Extragdo de Petroleo.
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Para esse tipo de problema a determinacédo das componentes da pressdo em um ponto
qualquer do cilindro, pode ser obtida tratando o problema por simetria, ou seja, tomando

como base o esquema da figura 3.09.

Deslocamento
restrito em Y

Deslocamento
restrito em X

Deslocamento
restrito em Z

Figura 3.09 — Cilindro submetido a pressao interna

Desta forma foram elaborados 03 tipos de problemas, sendo o raio externo mantido
como 1m e a espessura da parede do duto variando de 100mm 50mm e 25mm. Foram
utilizadas malhas com elementos de contorno quadrangulares de 8 nés. As tabelas
3.03, 3.04 e 3.05 comparam os resultados com respostas analiticas deste tipo de
problema. Para o n6 de coordenada (0,100,0) dado pelo sistema global definido em

3.09, tem-se:

No 01 - elemento 01 - (0,100,0)

El. Q8| Naesy | Analitica Erro (%)
38 | 8,50E-03 | 0,00853 0,29949
74 | 8,57E-03 | 0,00853 0,45606
362 | 8,53E-03 | 0,00853 0,06610

Tabela 3.03 — Cilindro e=100mm

No 01 - elemento 01 - (0,100,0)

El. Q8| Naesy Analitica Erro(%)
38 |1,83E+04 | 18513,00000 1,16720
74 |1,81E+04 | 18513,00000 2,16053
362 | 1,85E+04 | 18513,00000 0,08220

Tabela 3.04 — Cilindro e=50mm
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No 01 - elemento 01 - (0,100,0)

El. Q8| Naesy Analitica Erro(%)
38 |4,15E+04 | 38506,33000 7,22312
152 | 3,79E+04 | 38506,33000 1,51703
232 | 3,72E+04 | 38506,33000 3,52838
372 | 3,69E+04 | 38507,33000 4,28005

544 | 3,66E+04 | 38508,33000 5,25030
Tabela 3.05 — Cilindro e=25mm

Todos os exemplos foram tratados com um processo de integracdo especial que se
baseia numa transformacao de coordenadas triangulares polares, que sera comentado
mais adiante nesse capitulo. O solver utilizado foi o J-BICG, que trata de problemas de
acoplamentos sem a montagem do sistema acoplado resultante, comentado no Capitulo
04.

Os resultados encontrados foram satisfatorios. No terceiro problema, porém, pelo
elevado valor de esbeltez da parede do duto, geram-se integrais quasi-singulares e
fracamente singulares, que apesar de serem tratadas via especiais de integracao,
apresentam um esperado aumento do erro da resposta.

3.3. Discretizacao Espacial da Equacao Integral de Contorno

Para a obtencao do sistema de equacgdes algébricas faz-se necessaria a discretizacao
do contorno em uma série de elementos finitos de contorno, nos quais as variaveis de
campo e a geometria sdo interpoladas a partir de seus valores nodais. Aqui, a
discretizacao é realizada utilizando—se elementos isoparamétricos, onde as funcdes de
forma, necessarias a interpolacdo das variaveis de campo e da geometria no interior do
elemento, sdo as mesmas. As Figuras 3.10 a 3.13 apresentam os elementos de
contorno continuos disponiveis na biblioteca de elementos do algoritmo de acoplamento
EC—EC (Dors, 2002).
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(1.1 (1.1

X4

X4

Figura 3.11 - elemento continuo triangular de 6 nés — g6_3dbe

@

(-1,1) (1,1)

X3 (-1,1) (1.-1)

@ ® @)

Figura 3.12 - elemento quadrangular de 4 nés — q4_3dbe

37



(1.1

(1-1)

X4

Figura 3.13 - elemento quadrangular de 8 nés — q8_3dbe

Em Silva, 2005, acrescentou—se a esta biblioteca os elementos descontinuos mostrados

nas figuras 3.14 a 3.17.

Estes elementos sdo gerados a partir dos elementos de contorno continuos através do
deslocamento de seus nos, no espago de coordenadas naturais (r,s), de um valor d,
(Dawson, 1982). Nestes elementos as variaveis de campo (U ou P) sao interpoladas
utilizando—se as funcdes de forma obtidas para os nds deslocados (nds funcionais),
enquanto a geometria do contorno é avaliada a partir das fungdes de forma do elemento
continuo (associadas aos nds nao deslocados).

Q) — ponto nodal
® — ponto fonte (ne funcicnal)

® +1 )
d
SR
®

®
1 +1 -
X ©) ® i
[C, 9] d
N C
X; d d

Figura 3.14 - Elemento descontinuo triangular de 3 nés
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Q) — ponto nodal

& — ponto fonte {né funcicnal)

S

® wl )
d
® ® 6 i
-1 +1
® @ -
® @6 :’:
X3 o o . d

A

X, d d

X1

Figura 3.15 - Elemento descontinuo triangular de 6 nés

Q) — ponto nodal

& — ponto fonte {né funcicnal)

+1

Figura 3.16 - Elemento descontinuo quadrangular de 4 nés
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Q) — ponto nodal

& — ponto fonte {né funcicnal)

\
® l &

d

@ ®6 :t

-1 +1;r
®

X3 ® @6 i

$ d

Figura 3.17 - Elemento descontinuo quadrangular de 8 nés

Assim sendo, as varidveis de campo e a geometria do problema podem ser

genericamente representadas em funcao de seus valores nodais por,

nnoel

x,(r.s)= 3 h,(r.s)x, (3.29)

para elemento de contorno continuo

U x(r.s)o]={ " (3.30)

Zh:(r,s)Ui

g=1

,» Paraelemento de contorno descontinuo

nnoel

> h,(r.5)P,,
P[x(r.s).0]=1 "

nnoel

h: (r, s)P,.q, para elemento de contorno descontinuo
q=1

para elemento de contorno continuo

: (3.31)

com, i =1,2,3 e nnoel igual ao nimero de nds do elemento de contorno.

Nas expressdes 3.29 a 3.31, x,(r,s), U,[(r,s),w] e P[(r,s),w] sdo, respectivamente,
as coordenadas cartesianas, componentes de deslocamento e forga no interior do

elemento, e x,, U, e P, s&o seus valores nodais; #, (r,s) e h!(rs) s&o,
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respectivamente, a g—ésima fungéao de forma e a g—ésima funcéo de forma modificada

do elemento, definidas em fungéo das coordenadas naturais (r,s).

As fungbes de forma, hq(r,s), para os diversos tipos de elemento continuos sao

apresentadas nas tabelas 3.06 a 3.07

Fungbes de Forma Elemento de 04 nés

né nao deslocado ﬂ\@ . @ hl (r’ S) _ 0’25 (1 B ,,.) (1 B S)
hy(r,s) = 0,251+ 1) (1— )

hy(r,s)=0251+r)(1+s)
h,(r,s)=0251-r)(1+s)

Fungbes de Forma Elemento de 08 nés

h(r,s)=025(1-r)(s=D)(r+s+1)
né néo deslocado s h2 (r,s)=050(1-5)1- r? )

hy(r,s)=0251+r)(s=D(s—r+1)

h,(r,s)=0,50(1+r) (1-s%)

hy(r,s)=0251+r)(1+s)(r+s-1)

he(r,s)=0,50(1+s) (1-r%)
h,(r,s)=025(r-D(s+1)(r—s+1)

hy(r,s)=0,50(1~-r) (1-s%)

Tabela 3.06 — Fungbes de Forma dos elementos continuos quadrangulares

Os elementos triangulares sédo gerados a partir dos elementos quadrangulares,
colapsando alguns nés dos mesmos. No caso do elemento de 3 nds, por exemplo,
colapsaram—se 0s nés 1 e 4 do elemento quadrangular de 4 nés, e no caso do elemento
triangular de 6 nos, colapsaram-se os nds 1, 7 e 8 do elemento quadrangular de 8 nés.
Portanto, as fungdes de forma para os elementos triangulares podem ser escritas em

termos das fungdes de forma dos elementos quadrangulares, h;(r, s). Tem-se entao

para o elemento triangular de 3 nos,
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h (r,s) = hl'(r, s)+ h; (r,s)
h,(r,s)=h,(r,s) ,
hy(r,s) = h;(r,s)

e para o elemento triangular de 6 nés,

h (r,s) =h(r,s)+h (r,s)+ hy(r,s)
h,(r,s) = h,(r,s)
hy(r,s) = h,(r,s)
h,(r,s) = h; (r,s)
hy(r,s)=h.(r,s)
hy(r,s) =h.(r,s)

(3.32)

(3.41)

n6é nao deslocado

Fungdes de Forma Elemento de 03 nés

hy=1,0

h(r,s)=0,50(1-r)
hy(r,s)=0251+r)1-ys)
hy(r,s)=0251+r)(1+s)

Fungdes de Forma Elemento de 06 nés

5

h,(r,s)=0,50r(r—1)
hy(r,s)=0,50(1—5)(1—-r>)

hy(r,5) =025+ r) (s =) (s —r+1)
h,(r,s)=0,50(1+r)(1—s)

hy(r,5) =025+ r)(1+ ) (r+s—1)

he(r,s) = 0,50(1+s)(1—r?)

Tabela 3.07 — Fungbes de Forma dos elementos continuos triangulares

As funcdes de forma modificadas, h;(r,s), para os diversos tipos de elementos

descontinuos sao dadas de acordo com as tabelas 3.09 e 3.10.
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Funcgdes de Forma Elemento de 04 nos

(r—=n)(s—-ry)

‘s hld »8) =
n6 deslocado (r S) (7'1 - ) (Sl — 85 )
b (o) = TmIE50)
(r,=r)(s, —s3)
gy = TG
(r; =r)(s;=s,)
hf(l",S): (l"—l"z)(S—Sl)

(ry=n,) (s, —5,)

Fungdes de Forma Elemento de 08 nés

(r=r)(r—ry)(s—ss)

d —

h(r,s)= P
he (r,s) = (r=r)(s—s;)(s—s5)

Y s385(r, = 1)
d (s=s)(r—r)(r—ry)

s h6 (r,s)= Isr (Sé - Sl)

né deslocado d

ff ) 4 hgd(r’s):(r—r3)(s—sl)(s_s7)

N .- 5, —12)
‘ié;i / T S ({ GO G)
d d 9 = T i 0 )
B (r,5) = (Z: :))((js‘_s;?) | IO RG]

e (r,s) = (:’: :)) E:;_S;:) )+ )

Tabela 3.08 — Fungbes de Forma dos elementos descontinuos quadrangulares
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E, adotando—se o mesmo procedimento descrito para os elementos triangulares
continuos, chega—se as seguintes fungbes de forma modificadas para os elementos

triangulares descontinuos (tabela 3.09):

Fungdes de Forma Elemento de 03 nés

P

]’lld(l",S): (r_rz)(s_SS) + (l"—l"z)(S—Sl)

né deslocado (rl—rz)(sl—s3) (1”4—1"2)(S4—S1)

_ (r=n)(s—s5)

hd

Y

B (r,5) = (r=r)(s=s)
ey ) (ry=nr)(sy—s))

Fungdes de Forma Elemento de 06 n6s

(r—=n)(r—ry)(s—ss)

hy (r,s) =
’ 11 (s, = S5)

=)= s)(s—sy)

hy (r,s)
) 83 85(ry — 1)

né deslocado hg(r,s)z(S_Sl)(r_rS)(r_rl)
rs1(Sg —5))

hld(r,s): (r—r)(s—s5) N (r—ry)(s—s;)
(r=r)(s,—s5) (r—r5)(s; —s3)
—%[h;’ (r,5)+he (r,5)]

d _ (r_’”l)(s_sl) _l d d

hy (r,s) = =) —s) 2 [h2 (r,s)+h, (r,s)]

d _ r=n)(s=s) 1[4 J

R e R [ (ry5)+ ¢ (r,5)]

Tabela 3.09 — Fungbes de Forma dos elementos descontinuos triangulares
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A equacao integral de contorno discretizada é obtida substituindo—se as expressdes
3.37, 3.38 e 3.39 na expressao 3.14. Desta forma obtém—se:

nnoe.

9,060+ 3| [Rlr)€.0] S (r.5)dr [x(r5)] U =

j=1

(3.34)

)

I
hq (r,s)E;J)dF[X(r,S)]] Pi;J)

nnoei

S| [uil(rs)é.al

j=1 q=1

onde ne é igual ao numero total de elementos, os subscritos i e k variam de 1 ao

ndamero de graus de liberdade da dimensao do problema, no caso trés. Note que, para

elementos descontinuos, a fungéo h, (r,s) ¢ alterada para ! (r,s).

O sistema de equacgdes algébricas resultante é obtido escrevendo—se a equagao 3.34
para cada um dos nds dos elementos de contorno. O qual pode ser escrito da seguinte
forma matricial:

H(w)U(w) = G(0)P(w) . (3.35)

Neste sistema, H(w) e G(w) sao, respectivamente, as matrizes complexas dos
coeficientes associadas aos nicleos fundamentais P* e U~, U(w) é o vetor contendo

os valores de contorno de deslocamento e P(w), o de forgas de contorno.

Para solucionar tal sistema, deve—se aplicar as condigbes de contorno dadas nas

expressdes da equacado 3.5 e realizar trocas de colunas entre as matrizes H(w) e
G(w) de modo que, ao final, todas as incognitas estejam do lado esquerdo do sistema

de equagdes. Obtém—se, deste modo, um sistema da forma:

A (0)X(w)=b(w) , (3.36)
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no qual, A(w) é a matriz cheia, complexa e ndo—simétrica dos coeficientes de
influéncia, obtida a partir de H(w) e G(w). x é o vetor complexo das variaveis
desconhecidas e B(w) é o vetor complexo do lado direito obtido multiplicando—se os

valores de contorno prescritos pelas respectivas colunas das matrizes de influéncia (de
H(w) e G(w)).

A partir da resolucao do sistema de equacgdes 3.36, determinam-se todos os valores de
contorno desconhecidos do problema, com os quais é entao possivel avaliar a resposta

em pontos internos do dominio.

3.4. Processos de Integracao

Sabe-se que para determinar os coeficientes do sistema de equagdes, deve-se calcular
as integrais de contorno contidas na expressdo 3.14. Porém, a realizagdo de tais
integrais analiticamente é praticamente impossivel. Sendo assim, faz—se necessario a
utilizacao de processos numéricos de integracio. Neste trabalho, adota—se o processo
quadratura de Gauss—Legendre (Bathe, 1996), para a realizacdo de integrais nao-
singulares, e procedimentos especiais, baseados em transformacdo de coordenadas,
para as integrais quasi-singulares e fracamente singulares. Os valores principais sao
calculados indiretamente via critério de deslocamento de corpo rigido.

3.4.1. Integrais ndo—singulares e quasi-singulares

As integrais ndo-singulares surgem quando o ponto fonte, £, ndo pertence ao elemento

sobre o qual se integra. Nestes casos, a avaliacdo das integrais é feita aplicando—se
diretamente o processo de quadratura de Gauss sem nenhuma consideracao especial.

Porém, na tentativa de se aumentar a eficiéncia da integracdo numérica, pode—se, apds

mapear os elementos no sistema de coordenadas naturais (r,s), subdividi-los em

varios sub-elementos de integracdo. A figura 3.18 mostra esta subdivisdo para o
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elemento de contorno quadrangular de 8 nds, mas vale ressaltar que o mesmo
procedimento pode ser aplicado aos demais elementos.

+1

S’

+1

-1 +1

-1

Figura 3.18 — Sub-elementos de integragdo

As integrais quasi-singulares sdo um caso particular das integrais ndo—singulares e
ocorrem quando r — 0, mas nao se torna nulo, como acontece tipicamente na
avaliacdo de grandezas em pontos internos via expressoes integrais de contorno, no
modelamento de dominio esbeltos e também em modelos de contorno com a presenga
de elementos descontinuos. Nesses casos, cuidados especiais no calculo dos
coeficientes do sistema de equagbes algébricas (expressdo 3.35) precisam ser
tomados. Uma possivel solugdo para este problema seria o aumento do nimero de
pontos de integracdo da quadratura de Gauss, eventualmente com a utilizagéo de sub-
elementos de integragdo e com o aumento do tempo de processamento. Uma
alternativa mais eficiente é a utilizacao de processos especiais de integracao baseado
em transformacao de coordenadas (Silva, 2005; Silva e Araujo, 2004; Alberto, 2002;
Araljo,1994; Telles e Oliveira, 1994).

3.4.2. Integrais singulares

Quando o ponto fonte, &, pertence ao elemento sobre o qual se integra, ou seja, r

pode se tornar igual zero, surgem as integrais singulares ou improprias, que por sua vez

47



podem ser fraca ou fortemente singulares. Tais integrais resultam do comportamento

singular das solu¢des fundamentais quando r — 0.

As integrais fracamente singulares estdo presentes na integragcdo dos deslocamentos

fundamentais (U~ ). Nestes casos as integrais sdo convergentes no sentido ordinario,
portanto pode—se aplicar a quadratura de Gauss padrao. Entretanto, a precisédo da
resposta, bem como, a eficiéncia do processo pode ser aumentada se processos
especiais de integracdo forem adotados para tratar os nucleos singulares. Neste
trabalho utilizam-se processos especiais de integracdo baseados na transformacao de
coordenadas polares triangulares e em transformagdes ndo—lineares (Mang et al., 1985;
Telles, 1987; Telles e Oliveira, 1994; Araljo, 1994, Alberto, 2002).

Todavia esses processos nao se aplicam ao célculo direto de integrais fortemente

singulares, como aquelas associadas as forcas fundamentais (P"). Um modo de se
evitar a avaliagao direta dessas integrais de contorno é aplicando—se o critério de
deslocamento de corpo rigido. Tal critério, para problemas estaticos, baseia-se no fato
de que, aplicando-se deslocamento de corpo rigido a um corpo qualquer, ndo aparecem

tensbées no mesmo. Para problemas elastodindmicos, considera-se

y(EHH, =<y H 4 Y [ (7B b, ) dT (3.37)

elr

onde nse é o numero de elementos adjacentes ao ponto singular &. Maiores detalhes da
obtencédo de (3.37) podem ser encontrados em Manolis e Beskos (1988). Assim, do
caso elastostatico obtém-se:

N
-> “H,, regides finitas

¢, +H, = : (3.38)

N
1->"H,, regidesinfinitas
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onde “"H,, é forga de superficie fundamental dada.

Somando-se entéo o resultado acima, c,+"H,, aos valores que resultam da integral em

3.37, chega-se entdo aos termos ci/.+d"”H,.,.. Note que essa integral é fracamente

singular e pode ser obtida, eficientemente, via processos especiais descritos a seguir.
3.4.3. Procedimentos especiais de integracdao

Com a finalidade de se aumentar a precisdo do Método, bem como aumentar a
eficiéncia do algoritmo de integracdo, procedimentos especiais de integracdo sao
utilizados neste trabalho. Esses sdo de grande importancia, principalmente na avaliagao
das integrais quasisingulares e fracamente singulares. A escolha do processo de
integragéo, no programa desenvolvido, é feita a partir da variavel icpt, a qual podera

assumir os seguintes valores:

0 — quadratura de Gauss padrao

. 1 — transformagao de coordenadas polares triangulares
icpt = o ~ .
2 — transformacéo néo - linear (transformacao de Telles)

3 — processo combinado

Durante a integracdo sobre um determinado elemento os processos especiais

(icpt =1,2 ou 3) poderdo ser ativados ou desativados dependendo do valor da variavel
r_icpt. Esta variavel fornece um intervalo, dentro do qual, 0s processos especiais

serao ativados.

3.4.3.1. Transformagdo de coordenadas polares triangulares

Esta transformacdo caracteriza—se por uma série de mapeamentos de coordenadas

objetivando de reduzir a ordem da singularidade das integrais. Inicialmente o elemento
de contorno, j& mapeado, no espaco de coordenadas naturais (r,s) € subdivido em

dois ou trés subelementos triangulares, dependendo se o ponto singular esta situado no
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canto ou no meio da aresta do elemento (ver Figura 3.19 (a)). Em seguida, cada
triangulo é mapeado em um quadrado de lado unitario utilizando—se a expressao

x(6.8)=D"h %, (3.39)

g=1
onde, x; s&o as coordenadas cartesianas (i =1,2,3), X, € a componente i do vetor de

coordenadas do g—ésimo né do elemento. {, e ¢, sdo as coordenadas polares

triangulares, e h: sao as fungdes de forma associadas a transformagao, dadas por:

hf(glagz):(l_gl)
h;(;l’;z)zgl(l_;z) . (3.40)
h:(;l’;z):él;z

Quando este quadrado unitario € novamente mapeado em um espaco de coordenadas
naturais (77,,77,), com —1<,,17, <+1 (ver Figura 3.19 (c), (d) e (e)), permite-se que os

pesos e as abscissas da quadratura de Gauss padrdao possam ser diretamente
aplicados (Araujo, 1994).
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Figura 3.19 — Seqliéncia de mapeamentos — transformacdo de coordenadas polares triangulares

Sendo assim, as integrais em (3.14) podem ser avaliadas a partir das seguintes

expressodes:

IP [x(r,s),¢, a)]h (r,$)dL[x(r,s)]= .”P [(r,5), a)y’t (r,s)drds =

-1-1

nsdi 11
- ZJ.J.P‘[(Q‘I’%)’G)y%(gI’gz) gz)HJF(['; \dgids, =

: 1201 (3.41)
=> [[P'[on.m,). @, 10|35 )| I - (T30 | dmd, =

g=l_1-1

nsdi nsdi nsdi . I )
=222 2 Pl ). o, e 35 Oyt P TP (D wiw

i=1 k=1 I=1
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11
[U°[x(r,5). &, 0, (r,)dU[x(r, )] = [ [U°[(r, ), @l (7, 5)drds =
T -1-1

sal

=

e

11
[[U° 15162 @b, (6.6 Ti (0.6 T(T|ds ds, =
oo , (3.42)

nsdi 11

=> [[ulan.m), 0, G )3 )| T (O (T |dmdny, =
g=l-1-1
nsdi nsdi nsdi

=301, @, (1.1

i=1 k=1 I=1

wiw,

eI (TOP )

onde, nsdi é o niumero de subdominios triangulares (igual a 2 ou 3), e o jacobiano

envolvido nas varias transformagdes de coordenadas é dado por:

3.

3.@)

1
= (em)a, - (3.43)

Na expressédo 3.43, A. € a area do subelemento triangular, a qual podera assumir os

valores 1 ou 2 conforme a subdivisdo realizada. Apés 0 mapeamento no espago de
coordenadas (771,772), pode—se ainda, conforme a necessidade, subdividir os elementos

em subelementos de integragcdo como apresentado no item 3.4.3.1.
A figura 3.20 apresenta, por exemplo, uma integracdo de ordem 4x4, obtida da

aplicacédo da transformacao de coordenadas polares triangulares, para o ponto singular
coincidente com o né 1 e 2 do elemento quadrangular de 8 nés.
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Figura 3.20 — Posi¢do dos pontos de integragdo apds a transformagao de coordenadas polares triangulares

3.4.3.2. Transformacéo ndo—linear

Utiliza—se, neste trabalho, a transformag¢do nao—linear desenvolvida por Telles (1987),
que se baseia em uma transformagéo polinomial do 3° grau, cujo objetivo principal é o
aumento da eficiéncia do processo de quadratura de Gauss na avaliagdo de integrais
singulares ou quasi-singulares, através do deslocamento dos pontos de integracao para
as proximidades do ponto singular (Telles, 1987; Telles e Oliveira, 1994).

Para a derivagdo desta transformacao, considera-se a integral da funcao f (77) que é
singular em 77, bem como o polindmio do 3 grau apresentados nas expressdes 3.44 e

3.45:
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1= f(m)dn (3.44)

-1

ny)=ay’ +by* +cy+d (3.45)

A determinacdo dos coeficientes a, b, ¢ e d do polindmio é feita impondo—se as

seguintes condicdes:

an _,

(3.46)

Logo, obtém—se:

a=1/0,
b=-37/Q,
c=37"/Q0 e

(3.47)
d=-b,

onde Q=1+37> e 7 é o valor de y para o qual se tem 7(?)=7, o qual pode ser

calculado a partir da expresséao 3.48.

7=yl )+l )+ com =77 -1, (248

Desta maneira, a expresséo 3.52 pode ser reescrita da seguinte forma:
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dy . (3.49)

=7 +7 +3)] -7)
I:If[ (1+377) ](1+372)

-1
No algoritmo de integracdo desenvolvido, tem—-se que a fungao f(77) que se deseja
integrar é igual aos nicleos fundamentais P* e U", e ¥ representa a posicdo original

dos pontos de integracdo, ou seja, as coordenadas (r,s) dos pontos de integracao

fornecidas na quadratura de Gauss padrdo. As novas posicoes destes pontos sao
obtidas mediante a aplicacdo da expressao (equacao 3.45), que é funcio da posicao do
ponto singular e as integrais em na equacgao 3.14, sao agora avaliadas a partir das

expressdes abaixo:

Ji(r,5)|drds =

[P [x(r,9).&, @, (r,9)dTx(r, )] = [ [ P*[(r.5), @l (7, 5)
K . (350)

—1-1

= [[P'[e.s).0h, r().5(7) 1, (P|dr(nds(y)

-1-1

JL(r(»),s(y)

IU* [x(r,s),¢, a)]hq (r,)d[x(r,s)] = “.U* [(r,9), a)}hq (r, I (r, s)|drds =

-1-1

(3.51)

= [[U' Lo s, ob, (r().5() 3, (P|dr(pds(y)

-1-1

JL(r(y),s()

Nas equagbes 3.50 e 3.51 (J , (7/)‘ é o jacobiano da transformagéo nao-linear, o qual é

dado por:

T (7)| = 3(@) - (3.57)

Esta transformacao, de maneira analoga a transformacao apresentada anteriormente,
também pode ser aplicada combinada com a opgao de subdivisdo dos elementos em
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subelementos de integracdo. Para o0 mesmo caso anterior apresenta-se a figura 3.21,
agora com a utilizacédo da transformacgéao de Telles.

+1

It
+1

x x x

-1 +1 \— Ponto singular| -

o

N x x x s,

+1

-1

(a) Pontos de Gauss sem transformacéo

It

x X% x

Ponto singular ——~ -1

(b) Pontos de Gauss ap6s a transformagao
de coordenadas polares triangulares

Figura 3.21 — Posigdo dos pontos de integragcdo apds a transformagao nao-linear

3.4.3.3. Processo combinado — transformagéao de coordenadas polares triangulares +
transformacdo ndo—linear

Este processo de integracdo baseia—se na combinagdo da transformagao de
coordenadas polares triangulares e da transformagao de Telles. Inicialmente realiza—se
a sequéncia de mapeamentos referentes a transformacdo de coordenadas polares

triangulares, em seguida, aplica—se a transformagdo ndo-linear de coordenadas
segundo a dire¢cdo 77,, de modo a deslocar os pontos de integracdo no sentido do ponto

singular. Deste modo, resulta para as integrais em na equacéao 3.14:
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-1-1

mill

= IIP [(gl’gz)’a)}hq(gl’gz)

g=loo

I ()|ds dg, =

s i

11
=> [ [Plan.m). @b, a3 )| - (O[T (mOdmdn, =
g=1-1-1
nsdi L1 (353)
=X [ [P [ ... 0, 1,0, 1,7 =
Y (TO|V,, ldn, (ndn,
nsdi nsdi nsdi
=ZZZ{P*[(ﬂl(n),ﬂzl),w]hq(m(n),ny ARUACAR/ S A ROXCAR/ M
g=1 k=1 I=1
@ OPHwow}
e
nsdi 11 _
=> [[U 600, (5106 g»HJr(r‘ dg,dg, =
g=loo
=S [ (vl @3 a3 O Olandny, =
i (3.54)
=X [ o @.oh,a @m0, (P17 =
33, Dl (ndn,
—ZZZ{U GXCAY/MNZ RUXCAR/ M RUNCAR/ N HUXCAN/M

g”) Wk W[}

Note-se que, ndo faz sentido aplicar a transformagéo ndo-linear segundo a diregéo 7,,

uma vez que nao ha singularidade nesta direcao (ver Figura 3.19). Como nos casos
anteriores esta estratégia pode ser aplicada com ou sem subelementos de integracdo. A
figura abaixo mostra a posi¢cdo dos pontos de integracdo (ordem 4x4) apés a aplicacao

do processo combinado.

57



Sy
+1
x x x x
x
s -1 x +
It
+1
x M M N . .
x
x
x x x x *
x
x
-1 +1 r Ponto singular -1
x * * x S,
+1
* x x *
1 \ M « “/
(a) Pontos de Gauss sem transformagédo
-1 +1 r,
* *

Ponto singularJ -1

(b) Pontos de Gauss ap6s a transformagao
de coordenadas polares triangulares

Figura 3.22 — Posigc&o dos pontos de integragdo apds a transformagdo combinada
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Capitulo 04 - O Algoritmo de Subestruturacao

Problemas em que os dominios sejam formados por materiais diferentes e/ou
apresentem descontinuidades, como por exemplo, problemas de acoplamento solo-
fundacao e de mecéanica da fratura, podem ser analisados convenientemente via M.E.C.
com a utilizagao de estratégias de Subestruturacao (Martins, 2001; Aradjo et al., 2001;
Dors, 2002). Tais estratégias consistem basicamente na subdivisdo do dominio do
problema em um conjunto de sub-regides e na consideracdo de modelos de elementos
de contorno para cada uma delas. A solucdo do sistema de equacdes resultante é
avaliada mediante a consideracdo, além das condi¢gdes de contorno, de condicdes a
serem impostas nas interfaces entre as sub-regides.

A estratégia de acoplamento genérico EC-EC adotada baseia-se na utilizagdo de
elementos de contorno descontinuos e de solvers iterativos, que permitirdo que a
solucdo do sistema global seja avaliada sem que o mesmo seja explicitamente
montado. Excluindo, completamente, 0 manuseio dos blocos nulos da matriz resultante.

Este capitulo abordard, de forma sucinta, a formula¢do de acoplamento genérico EC-EC
(estratégia de Subestruturagdo) baseada na utilizagdo de solvers iterativos, 0 esquema
de montagem do sistema matricial acoplado e a estratégia de resolugdo do sistema

acoplado (solver).
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4.1. Solvers

Na prética, os engenheiros deparam-se, com frequiéncia, com modelos com milhdes de
graus de liberdade, porém, ndo somente a precisdo da resposta é importante em tais
analises, também o tempo de processamento e espaco de memobria envolvido na
andlise. Para isso, existem difundidos no meio cientifico diversas formas de se resolver
esses grandes sistemas de equagodes. Os solvers, como sao conhecidos, apresentam-
se de diversas formas, distinguindo-se em diretos e iterativos. Neste trabalho, serdo
usados solvers iterativos, descritos a seguir.

4.1.1. Os solvers iterativos

Os solvers iterativos sdo aqueles cuja solugao é obtida via relagdo de recorréncia sem
transformagé@o da matriz. Em cada iterag@o verifica-se a convergéncia segundo algum

critério.

Atualmente, tem-se estudado bastante os solvers iterativos. Para o caso dos sistemas
oriundos do Método dos Elementos de Contorno, os que tém apresentado melhores
resultados sdo os denominados solvers de Krylov ( Hageman e Young, 1981; Aralijo,
1989; Kane, 1990; Mansur et al, 1992; Barra et al, 1992; Barra et al, 1993). Os solvers
baseados no subespaco de Kyrlov e suas versbes precondicionadas sao bastante
eficientes em problemas de grande porte, reduzindo tanto tempo de resolugdo do
sistema de equacdes, bem como, o espago de armazenamento de dados.

Neste trabalho adotou-se, como solver iterativo, apenas o Gradiente Bi-Conjugado
précondiconado. Para se derivar este algoritmo, parte-se inicialmente do algoritmo de
tridiagonilizacdo de Lanczos (Wilkinson, 1965).

Este processo baseia—se na derivacdo de duas seqiiéncias de vetores, ¢! e ¢, a

partir da matriz A e de sua transposta A’ , respectivamente, segundo as expressoes:

S, =Ac" —a " - B! (4.1)
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S, =A"Tc —a,cf - B . (4.2)

Nas expressdes 4.1 e 4.2 considera—se que os vetores ¢' e ¢' s&o inicialmente
conhecidos e k varia de 1 a N (ordem da matriz). Estas seqliéncias de vetores sdo
obtidas impondo—se a condi¢cdo de que os vetores sejam mutuamente ortogonais.

Desta forma, obtém-se as seguintes relagdes para «,, o, S, e B, :

—k,T k
c Ac
k Ek,Tck k
—k-1,T k
¢ Ac
ey (4.4)
ﬁk Ek—l,TCk—l
e
k=1,T A T =k
- ¢ TA'¢c
_ _ (4.5)
ﬂk ck—l,TEk—l

Para se estabelecer o algoritmo de Lanczos, considera—se uma férmula iterativa basica
do tipo:

n+l n n n—1
u = pn+l nJrlr + pn+lu + (1 - pn+l )u ’ (46)
cujo vetor residuo associado € dado por,
+1 -1 -1
r" :_pn+17/n+lArn +pn+lrn +r” _pn+lrn " (47)

Analogamente, tem—se a seguinte expresso para o residuo associado & matriz A’ :
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n+

—n+l = =~ T = = —n-1 = wn-l
r = _pn+17n+1A r ' + pn+lrn +r ' _pn+lrn " (48)

1 1

Determinando—se que os vetores r"" e r"" sejam vetores de Lanczos, dados pelas

expressoes 4.1 e 4.2, respectivamente, e realizando—se as transformacdes necessarias,

chega—se a:
_ FATpn

Vo =Vn =y o (4.9)

e
» e Y 1]

P = Pon = {l_f(W]Z} , (4.10)
com, p,=ler'=r'.

Por outro lado, adotando—se uma formula iterativa do tipo:

u=u"+1,p" , (4.11)

deriva—se o algoritmo de Gradiente Bi—conjugado.

Na expressao 4.11, p” sao vetores que definem a diregao de busca e sao dados por,

. |r’ .se n=0
= 1 , (4.12)
r"+oa,p" ,senz1
e o0 residuo para a n—ésima iteragéao € avaliado a partir da expressao:
r'=r""' =i, Ap"" . (4.13)
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Em 4.12 e 4.13 os parametros «, e A, , do processo iterativo s&o dados por:

Fn,Trn
@ =—1" (4.14)
anl,Trnfl
e
Fn—l,Trn—l
}\’nfl :W . (415)

E ainda, consideram—se as seguintes expressdes para as férmulas iterativas auxiliares:

r'=r""-iA,_ Ap" e (4.16)

I ,se n=0

p = —=n —n-1 ' (417)
r+a,p ,senz=1

Pode-se afirmar que os processos iterativos descritos sao gerais e podem ser aplicados
a quaisquer tipos de sistemas nao-singulares. A convergéncia, em aritmética infinita,
ocorrera em, no maximo, n iteragcdes, com n<N . Entretanto, devido a erros de
truncamento, que podem ocorrer durante a execugdo das operagdes, a convergéncia
podera nao ser atingida para n <N . Para evitar que tais problemas ocorram, e ainda
melhorar a  convergéncia destes  solvers, utilizam—se  estratégias de
precondicionamento. Adotou—se, neste trabalho, o precondicionamento de Jacobi, que é
definido como a matriz dos elementos da diagonal de A, a matriz de coeficientes.
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4.2. Acoplamento EC-EC genérico

Considere o dominio Q e a sua subdivisao em sub-regides como se mostra na figura
4.01. Para cada sub-regidao do dominio aplica-se a expressao 3.34, obtendo-se:

H(o) u(w)" =G(w) p(w)*, com k=1,..., nsr (4.18)

onde nsr é igual ao numero total de sub-regides.

Q, Q, Q.
Lo P p; wi Yy Py Ps s
Y P, 3 Y2 /D) Pis s
o U - u
Q ] pZ 4 PI 0 PI 4 Q s
WP Ps Py Pi;u

Figura 4.01 — Subdominios acoplados

Gera-se, dessa forma, um conjunto de nsr sistemas de equagdes, que deve ser
organizado de modo a obter-se, no termo do lado direito, os valores de contorno
prescritos e as forgas de interface (incognita), e, no termo do lado esquerdo, os valores
de contorno desconhecidos e os deslocamentos de interface (incégnita), resultando no
seguinte sistema:

x(w);
u(w)!

y(®);

-B@: G ]""
W),

A Hw:] et st (4.19)

O termo i indica a superficie de interface com deslocamento e forgas de contorno

desconhecidos, as matrizes A(®w), e B(®w), e os vetores x(w), e y(w),, valores de
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contorno desconhecidos da sub-regido k&, resultam da introdugdo das condi¢cdes de

contorno do problema e sdo obtidos a partir das seguintes expressoes:

A) =@, -G@),,] . x@ = {“("”’;} (4.20)
p(w),

(4.21)

Bo) =|-H),, -G, ], vy = {p(w)b},

u(w);

onde, o indice c(u) define a parcela de contorno da k-ésima sub-regido com u como
incognita e o indice c(p) define a parcela de contorno da k-ésima sub-regido com p

como incégnita.

Com a introducdo dos elementos descontinuos, a estratégia de acoplamento foi
bastante simplificada. Em trabalhos anteriores, para se resolver os sistemas
apresentados, havia a necessidade de se aplicar condicbes de equilibrio e de
continuidade de forcas entre as interfaces das diversas sub-regibes de modo a
equiparar o numero de incégnitas ao niumero de equacoes. Na estratégia que considera
elementos descontinuos, tem-se que um nd, de uma determinada sub-regido, podera
estar acoplado a apenas um outro né de outra sub-regidao. Portanto, existirdo sempre

duas equagdes para cada par de incognitas a ser determinado.
Sendo assim, apenas a aplicacdo das condicbes de acoplamento entre as interfaces

das diversas sub-regides é suficiente para igualar o numero de equagbes e incégnitas e
estas sdo dadas por,

u, =u, (4.22)
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P, =P, (4.23)

onde o indice i refere-se aos valores da superficie de interface.

A aplicacao das condi¢des anteriores ao modelo apresentado na figura 4.01 resulta em,
u =us, u,=uUg, U;=u;, U, =U;, U;=U;, U,=U,, U, =U;y, U, =Ug,
P, ="Ps: P,="Ps: P3=7P;» Py="Ps, Po="Pizs Pio="Pu,Pyu="P;s €

P, = Pis-

Assim sendo, através da aplicagdo das condi¢cdes de equilibrio entre os diversos nés
das varias sub-regides e da introdugdo das condi¢gdes do problema pode-se obter o
sistema matricial acoplado na forma Ax = b. Para o exemplo apresentado na figura 4.01

tem-se um sistema final, caso explicitado, com o seguinte aspecto:

Q, Q, Q,
!
‘
210
'Q‘ 0 ' I:.Ilz =i
u,
u,
Q ‘ (G G| [~ =
2 Ceasol ézo BESolt-p; B
‘ : : ‘ L2
U,
)
93 S éso s
‘ ‘
‘ T
Bzz

|:| blocos ndo-nulos
[ blocos nulos
Figura 4.02 — Matriz global do sistema acoplado
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Note-se que, a matriz global do sistema apresenta muitos blocos nulos, o que implicaria
na utilizacdo de grande espaco de meméria para armazenamento do sistema global
acoplado. Porém, a estratégia de acoplamento genérica adotada permite que a
resolucdo do sistema seja realizada sem que o sistema global acoplado seja
explicitamente montado.

A resolugdo do sistema mediante a utilizagcdo de solvers iterativos funcionara
basicamente da seguinte forma: trabalhar-se-a com as matrizes de cada uma das sub-
regides como se os sistemas fossem desacoplados, realizando-se os produtos matriz-
vetor e vetor-vetor como se ndo houvesse a necessidade de se buscar informagdes de
acoplamento. Na verdade, a cada iteracao do solver, sera realizada a transferéncia dos
valores de acoplamento entre as sub-regides. Ao final do processo iterativo os valores

de contorno serao atualizados.

Para que o procedimento descrito anteriormente pudesse ser realizado de forma
eficiente, o processo para gerar os elementos de contorno descontinuos, a pesquisa
das condicbes de acoplamento entre as diversas sub-regibes € a conseqlente
aplicacdo destas na resolugcdo do sistema devem ser feitas automaticamente pelo
programa.

Assim, tal variavel, intitulada de intel, informa se o elemento, além de ser um elemento
de interface, em quais graus de liberdade o0 mesmo esta acoplado. Desta forma, a

variavel assume tal valor,

intel = ijk , (4.24)

sendo que para a dire¢cdo desacoplada, o valor assumido de i ou j ou k é zero, e

unidade para o caso acoplado. Portanto para um ndé acoplado na direcao global j
somente, o valor da variavel deve ser é 010.

Internamente, através de uma variavel logica, icprob, que indica a existéncia de

dominios acoplados, o programa faz a verificagdo, em virtude de intel se ha
acoplamento ou ndo. Caso positivo, é acionada uma rotina, research_coupl3d, que:
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1) Pesquisa as sub-regides acopladas do modelo, comparando as coordenadas
dos n6s com as demais regides do modelo;

2) No6s com mesmas coordenadas séo identificados, respeitando-se uma tolerancia
minima coerente, gerando assim novas variaveis que definem o acoplamento e

por conseqiiéncia as condi¢des de equilibrio e continuidade.

4.3. Interfaces inclinadas

As interfaces inclinadas, ou apoios inclinados, por definicdo, sao restricbes de
deslocamentos impostas ao modelo estrutural em direcdes diferentes das direcdes
definidas pelo referencial global do modelo. A figura 4.03 demonstra o caso de
interfaces inclinadas acopladas.

Figura 4.03 — Esquema tipico de interfaces inclinadas

Na implementagéao feita, um sistema local de coordenadas é automaticamente gerado
de modo a possibilitar a imposicdo de condicbes de acoplamento em interfaces
inclinadas. Sabe-se que o sistema local de coordenadas de cada elemento, de acordo

com a figura 3.03, possui o eixo local x;, na diregdo normal ao elemento, sendo as

outras dire¢oes definidas pelas suas incidéncias.
Uma vez que o sistema de equagbes algébricas esteja montado e a matriz de

transformacdo de coordenadas definidas, deve-se realizar, para o i-ésimo n6 do

elemento n, que possua interface inclinado, a seguinte transformacao:
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H =HR"

G =GR"

, (4.25)
u =uR
p =pR

De forma explicita, deve-se realizar o seguinte procedimento:

HR" HR" .. HR"|[|luR| |G,R" G,R" .. G,R"[|p,R]| (4.26)

il il

4.4. Resolucao do Sistema Acoplado

A resolucao do sistema matricial global acoplado € realizada, como ja visto, através da
utilizacdo dos solvers iterativos, os quais realizam, ao longo do processo iterativo,
basicamente, operagdes de multiplicacdo matriz—vetor e vetor—vetor. As iteragdes sao
realizadas até que se encontre a solugao do problema dentro uma dada tolerancia.

O principal objetivo deste procedimento € o de se resolver o sistema matricial global de
equacdes sem que 0 mesmo seja explicitamente montado. Sendo assim, tal
procedimento é realizado de forma independente para cada uma das sub-regides. Para
isso, faz-se, portanto, apenas necessario acessar, quando do céalculo da contribuicdo de
uma dada sub-regido, no produto matriz—vetor em questdo, as correspondentes
variaveis dessa sub-regido. Em geral, as variaveis de nos de interface serdo atualizadas

ao longo do processo iterativo.

Nota-se que, dentro do processo iterativo, ha um “loop” sobre o numero de sub-

regides, onde, para cada sub-regido, computa-se a correspondente contribuicdo no
produto matriz-vetor. No inicio de cada nova iteragdo, os valores das variaveis

acopladas sao atualizados, como mostra a figura 4.04. Ainda cabe dizer que, por um
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processo similar ao descrito na figura 4.04, realiza-se o produto A’ xv, que também

ocorre em esquemas iterativos de Krylov para sistemas nao-hermitianos.

— Processo iterativo
Transferéncia da solucdo entre nés acoplados - transfer_sol

— k=1, ns

k
X,
k

k
Multiplica¢do matriz-vetor |:> [A’; Hf‘] = [B]; G’f] Y

L fim do loop sobre ns

fim do processo iterativo

Figura 4.04 — Processo iterativo

Na figura 4.04 o sistema indicado é apresentado de forma genérica, para ressaltar que
o procedimento de acoplamento é, de fato, genérico e aplicavel a todos os tipos de
problemas e métodos e métodos numéricos.
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Capitulo 05 - Aplicacoes

Neste capitulo, apresentam-se varios exemplos que consideram a realizagdo de
andlises elastodindmicas no dominio da freqiiéncia, através dos quais buscou-se
observar a eficiéncia dos médulos computacionais desenvolvidos. Enfase especial é
dado a observacdao do desempenho da estratégia de acoplamento EC-EC e das
estratégias de integracdo implementadas, importantes por exemplo, na simulagao dos
elementos descontinuos.

Comparagbes sao feitas, quando possivel, com solugdes analiticas ou com outros
pesquisadores. Em todas as andlises o solver iterativo utilizado foi o J-BICG, com

tolerancia de 10°.

Aplicacao 5.01 : Vigas com Subregides

Este exemplo trata da analise dos deslocamentos de uma viga engastada livre, sob
carregamento harmdnico de compressdao em sua extremidade livre. Validagdo da
resposta e performance do algoritmo de acoplamento genérico EC-EC, no caso
elastodindmico, sao observados. Os varios procedimentos de integracao
implementados sdo usados na andlise.

Em uma primeira analise, o dominio do problema é discretizado em duas subregioes,
sendo as propriedades fisicas determinadas conforme a figura 5.01
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E=1167 x10 ' Nim?
v=00 p=20 kg/m®

({\

{/ .
‘2m

4m

Figura 5.01 — Subdominios acoplados

Para a discretizagdo de cada uma das subregides, utilizou-se um modelo com 6
elementos quadrangulares de 4 nés, resultando em sistema final acoplado de 16 nés. O
esquema adotado das subregides ¢ ilustrado conforme a Figura 5.02.

Figura 5.02 — Duas subregibes acopladas

A reposta final analisada no ponto B da figura 5.01, sob a acdo de um carregamento

harménico do tipo p(t) = Fysen(ax), com Fy =1000N e @ =0,628rad /s ,reconstituida

no dominio do tempo via transformagado inversa segundo o algoritmo FFT, com
utilizacao de 32 pontos de freqiiéncia. Compara-se as respostas obtidas com a resposta
analitica, fornecida por Clough e Penzien, 1993, no grafico 5.1.
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0,0003 -
—— Presente Trabalho

0,0002 - ---a---Clough e Penzien

0,0001

-0,0001 -

-0,0002 -

Deslocamento axial extremidade livre (m)
o

-0,0003 -

-0,0004
tempo (s)

Gréfico 5.01 — Resposta no tempo do deslocamento na extremidade livre

As andlises foram feitas para os diversos procedimentos especiais de integracao,
variando-se o0 numero de pontos de integragdo adotado (ver definicdo na pagina XX)
(figura 5.02).

0,0004

0,0003 -

0,0002 -

m)

0,0001 -

-0,0001 ~

Deslocamento axial (
n
w
'S

-0,0002 -

-0,0003 ~

-0,0004
tempo (s)

—— CLOUGH —-o—-jcpt_1_3X3  —-X-- icpt_1_8x8 —-B-—icpt_2_3X3  —-a&--icpt_2 5x5
—-%--jcpt_2_8x8 ---8---jcpt_3_3X3 ---a--- icpt_3_5x5 ---%-- jcpt_3_8x8 —-a—- jcpt_1_5x5

Gréfico 5.02 — Resposta no tempo do deslocamento na extremidade livre em fungdo dos processos de

integracdo e do niimero dos pontos de integragdo
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Os resultados encontrados foram extremamente satisfatorios, pois o sistema atingiu
muito rapidamente a resposta exata, inclusive com poucos pontos de integragao.

Além disso, para se estabelecer comparagdes, sobre o erro da resposta e a eficiéncia
do processo de acoplamento associado ao solver iterativo, analisou-se o0 mesmo
problema, agora no ponto A, com oito subregides idénticas (Figura 5.03). Este
problema, apesar de possuir solugdo analitica simples, é complexo do ponto de vista
computacional, pois ha no modelo cantos e arestas que forcam o uso de elementos de

contorno descontinuos nas interfaces.

Figura 5.03 — Qito subregibes acopladas

A fim de verificar os resultados, comparam-se as amplitudes complexas de
deslocamento na extremidade da viga com o0s correspondentes valores analiticos
fornecidos por Clough e Penzien, 1993. Os graficos de 5.03 a 5.05 apresentam, para
determinados valores de d (deslocamento nodal considerado na geracdo dos
elementos descontinuos), o erro de cada processo especial de integracao, em fungéo o
ndmero pontos de integracgéao.
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Erro relativo (%)
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Pontos de integragao

Grafico 5.03 — Erro na avaliagdo do deslocamento x numero de pontos de integragdo. (d=0.01)
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Erro relativo (%)
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Grafico 5.04 — Erro na avaliagdo do deslocamento x numero de pontos de integracdo. (d=0.05)
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0,12 - . ---aA---icpt=3

Erro relativo (%)

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Pontos de integragao

Gréfico 5.05 — Erro na avaliacdo do deslocamento x numero de pontos de integragdo.( d=0.1)

Os resultados apresentados nos graficos 5.08 a 5.05, demonstram a eficiéncia dos
processos de integragdo desenvolvidos. Observando-se 0s erros, vé-se que 0 processo
especial de integracao icpt=2 é o que apresenta maior erro relativo, apesar de ser um

erro extremamente pequeno. Para valores de d > 0,05 os resultados sdo considerados
extremamente positivos, para d = 0,01 percebe-se que o solver perde eficiéncia, fato

que naturalmente se espera em fungdo da quasi-singularidade do sistema de equacodes
(havera pontos fonte praticamente coincidentes).

Ressalta-se, porém, que nao se faz necessario considerar valores tao pequenos de d,
como se comprova nos graficos 5.06 a 5.08, os quais demonstram a eficiéncia do solver
utilizado. Sendo que, para valores de d >0,05 sua convergéncia é de 10 a 15% da
ordem do sistema, para valores de inferiores a 0,05, vé-se que o solver perde eficiéncia,
atingindo indices de eficiéncia (relacdo entre o nimero de iteragdes para convergéncia

do solver e o numero total de iteragdes definidas em funcao da ordem do sistema) de,
em media, 60%
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(@) o o —_ —_ —_
B> » oo - [\ L »
L L L L L L

o
N
|

o

0,45

3 4 5 6 7 8 9 10 11
Pontos de Integracéo
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Gréfico 5.06 — Eficiencia do Solver J-BICG (d=0,01)
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Pontos de Integracéo

13 15

Gréafico 5.07 — Eficiencia do Solver J-BICG (d=0,05)
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Pontos de Integragcao

Gréfico 5.08 — Eficiencia do Solver J-BICG (d=0,1)

Aplicacao 5.2: Interacao solo-fundacao

Neste problema, verifica-se o desempenho do programa na anélise da interagdo solo-
fundacao genérica, mostrada na Fig. 5.04.
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Figura 5.04 — Esquema da iteragdo solo-fundagdo

Comparagdes foram feitas com os resultados apresentados por Qian, Tham e Cheung,
1996, os quais modelaram este problema adotando as seguintes rigidezes relativas:

E, =0016
E ={E, =024 ,
E, =132

onde, para E >1,0 a fundacao é considerada rigida. Tais valores sdo determinados a

partir da relago:

E (hY
E=—21]2], (5.1)
12Ef a

onde E e E, s&o, respectivamente, o modulo de elasticidade do solo e da fundagéo, A

€ a altura da fundacao (£ =200mm) e a a metade da aresta da fundacdo quadrada,

adotada, neste caso, sendo a =2000mm. Na andlise adotou-se h/a=0,10 e

coeficiente de Poisson v =0,30. A carga uniformemente distribuida atuante na face

superior do bloco é g =—100 kN /m”.
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Para a montagem dos graficos de comparacdo de resposta, considerou-se o
deslocamento adimensional,

e
A=|— || ————|, (5.2)
4 )\ ag(1+vVv,)

onde |w| € 0 modulo da componente real da amplitude de deslocamento na fundagéao

para uma determinada freqléncia. A Freqiéncia adimensional é definida como sendo:

: (5.3)

onde wé a freqiiéncia calculada (rad/s) e ¢, € a velocidade de propagagdo de onda

secundaria no solo (definida no capitulo 2).

As figuras 5.5 e 5.6 fornecem a malha de elementos de contorno utilizada com 336
elementos de contorno quadréaticos de 8 nés (g8_3dbe) para o bloco, 336 elementos de
contorno quadréaticos de 8 nés (g8_3dbe) para o solo e 240 elementos de fechamento,
que resulta em um sistema final de 6201 graus de liberdade. Note que essa malha é
mais refinada nos cantos, onde a tensdo tende a assumir valores elevados,
dependentes da rigidez relativa. Os graficos de 5.9 a 5.11 apresentam as repostas
obtidas do deslocamento vertical em trés diferentes pontos de analise da fundacao
(centro do bloco , canto e aresta), para 8x8 pontos de integracdo, utilizando-se do
processo de integracéo icpt=1.
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Figura 5.5 — Malha de elementos

Figura 5.6 — Detalhe da malha de elementos de contorno da fundagdo
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Deslocamento Vertical Admensional

Deslocamento vertical Admensional
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Gréfico 5.09 — Deslocamento admensional no né do canto (né B)
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Grafico 5.10 — Deslocamento admensional no né do centro (nd A)
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Gréfico 5.11 — Deslocamento adimensional no né da aresta (né C)

Os gréficos 5.12 e 5.13 apresentam resultados referentes ao desempenho do solver J-
BiCG, e do algoritmo de acoplamento genérico.
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Gréfico 5.12 — Numero de lteracbes pela ordem do sistema para cada caso de rigidez analisada
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Gréfico 5.13 — Tempo de montagem do sistema de equacbes pelo tempo de resolugdo

Em geral, nos casos em que a fundacido nao é perfeitamentamente rigida (E >21,0), o

solver apresenta-se muito eficiente para os diversos valores de freqiéncia
considerados, convergindo em um numero de iteragdes, em média, inferior a 10 % da

ordem do sistema (grafico 5.12). Ressalta-se ainda que, mesmo para E >10,

usualmente relacionado com mal-condicionamento do sistema de egs., o solver ndo é
todo ineficiente, convergindo em um numero de iteragéo abaixo de 20% de sua ordem
para a maioria das freqUéncias analisadas. No grafico 5.13, vé-se que, para o solver
utilizado, o tempo de montagem de CPU medido é, em média, superior ao tempo de
resolucdo, resultado este que, na verdade, ndo se espera com autilizacdo de solvers
diretos (Silva, 2005).

Do ponto de vista de precisdo, vé-se que os valores de deslocamento calculados

(gréficos 5.9 a 5.11) apresentam boa concordancia com aqueles apresentados por
Qian, Tham e Cheung, 1996.
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Aplicacao 5.3: Interacao Fundacao — Solo — Fundacao

Aqui, analisa-se a interagdo dindmica fundagao-solo-fundagédo (figura 5.7).
Basicamente, resolve-se 0 mesmo exemplo anterior, mas agora com a introducao de
outra fundacao fisica e geometricamente idéntica a primeira, distante 12,5m dela,

havendo carga apenas na primeira, em um solo de 150mx210m.

Figura 5.7 —Esquema do Problema

Para a realizagdo de comparacgdes, utilizou-se os seguintes paramentos:

Solo:
E, =20x10°N/m3 v _=1/3.

Fundagées:

E, =35x10° N/m2, v_ =03

A malha de elementos de contorno utilizada, possui 48 elementos de contorno
quadraticos de 8 nés (g8 _3dbe) para cada uma das fundagdes, 152 elementos de
contorno quadraticos de 8 nds (q8_3dbe) para o solo e 54 elementos de fechamento. O

sistema resultante de 4662 graus de liberdade foi entdo encontrado.
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Figura 5.8 — Malha de elementos tridimensional
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Figura 5.9 — Malha de elementos — vista superior

Os graficos 5.14 a 5.17 representam a resposta, para os mesmos parametros
adimensionais definidos no exemplo anterior, a qual também é comparada a fornecida
por Qian, Tham e Cheung, 1996. Os pontos de analise estdo no centro da face superior
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de cada fundacao (figura 5.13) e os valores coletados referencem aos delocamentos
verticais reais e imaginarios de cada ponto.
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Grafico 5.14 — Deslocamento adimensional — fundagéo ativa — Ponto A
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Gréfico 5.15 — Deslocamento adimensional — fundagéo ativa — Ponto A
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Gréfico 5.16 — Deslocamento adimensional — fundacéo passiva — Ponto B
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Gréfico 5.17 — Deslocamento adimensional — fundagdo passiva — Ponto B
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Gréfico 5.18 — Eficiéncia do Solver iterativo
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Gréfico 5.19 — Analise do tempo de resolugdo e montagem
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Do grafico 5.14, onde fornece-se a parte real das amplitudes, vé-se que a boa
coincidéncia entre as respostas calculadas com os moédulos computacionais
desenvolvidos e aquelas fornecidas por Qian, Tham e Cheung, 1996. As mesmas
observagdes podem ser realizadas para a fundagéo passiva (graficos 5.16 e 5.17). Na
comparagao da parte imaginaria da resposta da fundagao ativa (grafico 5.15), percebe-
se uma pequena divergéncia para valores de freqliiéncia adimensionais superiores a
1.0. A malha adotada é porém relativamente grosseira € nao péde ser refinada devido a
proximidade entre as fundagdes. Na verdade, trata-se de uma situagao pratica irrealista.

Neste problema, vé-se que a relagao entre o nimero de iteragdes para a convergéncia
do solugao € da ordem do sistema, atingindo no minimo 70% dessa ordem (grafico
5.18), o que indica perda de eficiéncia do solver, provavelmente pela mal-
condicionamento da matriz (malha relativamente grosseira). Em 5.19 apresenta-se as
relacdes entre 0 tempo de montagem e o tempo de resolucao do sistema de equacdes.

Aplicacao 5.4: Solo com Trincheira

Neste problema analisa-se o desempenho da trincheira no isolamento ativo de vibragéo.
Adicionalmente, também apresentam-se, como nos exemplos anteriores, dados de

desempenho do programa computacional.

O problema (vide figura 5.10 e figura 5.11) foi representado por uma malha de 126
elementos de contorno quadraticos de 04 nés (g4 _3dbe) de e 176 elementos de
fechamento (figura 5.17 e 5.18), resultando em um sistema de equacdes algébricas da
ordem de 441 graus de liberdade.
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Figura 5.10 — Solo com trincheira — esquema
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Figura 5.11 — Esquema do problema analisado — Corte S-S
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Elementos de Fechamento

Elementos de Contorno

Figura 5.12 — Malha do problema analisado
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Figura 5.13 — Malha do problema analisado — Detalhe

Na anélise adotaram-se os seguintes parametros do material: E, = 330x10°kN / m?
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v, =025, p =1,7825ton/m>. A variagdo temporal da carga é do tipo senoidal com

amplitude real de 5 kN/m e freqiéncia de 20z rad/s e modelam-se trincheiras de 3, 4, 5
e 6m. Amorim, 2002, analisa 0 mesmo problema bidimensionalmente via Método dos
Elementos de Contorno. Para a comparagdo com a formulagdo 3D adotada neste
trabalho, considera-se uma faixa de solo de 2 m de largura, que estende-se por 100m
na direcdo longitudinal do problema (figura 5.10), na qual atua a carga descrita
anteriormente. As respostas obtidas sdo apresentadas nos gréaficos 5.20 a 5.24.
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—=— Presente Trabalho - sem trincheira

2,00E-05 - : ; i
---e--- Amorim - sem trincheira

1,50E-05

1,00E-05

5,00E-06 -

0,00E+00

-5,00E-06 -

-1,00E-05 ~

Deslocamento Vertical do Ponto A (m)

-1,50E-05

-2,00E-05 ~

-2,50E-05
tempo(s)

Gréfico 5.20 — Comparagdo sem utilizagdo de trincheira
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Deslocamento vertical do ponto A (m)

Deslocamento Vertical no ponto A (m)
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Gréfico 5.21 — Comparagdo com trincheira de 3m de profundidade
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Gréfico 5.22 — Comparagdo com trincheira de 4m de profundidade
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Gréfico 5.23 — Comparagdo com trincheira de 5m de profundidade
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Gréfico 5.24 — Comparagdo com trincheira de 6m de profundidade
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Grafico 5.25 — Numero de lteragbes pela Ordem do sistema para o solo sem trincheira
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Grafico 5.26 — Numero de lteragbes pela Ordem do sistema para a trincheira de 3m de profundidade
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Gréfico 5.27 — Numero de lteragbes pela Ordem do sistema para a trincheira de 4m de profundidade

0,4

o

w

ar
|

o
w
I

0,25

0,15

Numero de lteragdes / Ordem do Sistema
o (=)
s ™o
| |

0,05

O T T T T T
0 100 200 300 400 500
Frequencia Adimensional

Gréfico 5.28 — Numero de lteragbes pela Ordem do sistema para a trincheira de 5m de profundidade
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Grafico 5.29 — Numero de lteragbes pela Ordem do sistema para a trincheira de 6m de profundidade

Do ponto de vista de precisdo de resposta, julga-se que os resultados coincidam bem,
embora haja mais amortecimento na resposta 2D fornecida por Rodriguez e De Paula,
2002. O fato da analise realizada no dmbito desta pesquisa ser 3D contribui para esse
comportamento, uma vez que na resposta medida no ponto de observagdo havera
influéncia de perturbacdes provenientes de outros pontos da faixa de carga fora da linha
perpendicular entre o ponto de observacao e o eixo da faixa de carga. Do ponto de vista
da andlise de eficiéncia da trincheira, vé-se que ha reducdo em média de 50% das
amplitudes de deslocamentos medidas para a trincheira de 6m, valor que, na verdade,
nao representa grande eficiéncia. Ressalta-se que outros valores de distancia entre a
fonte e a trincheira deverao ser naturalmente verificados na simulagdo da trincheira, de
modo a observar posi¢cdes de melhor desempenho. Outro ponto a ser observado é que
a espessura adotada para a trincheira é, na verdade, irrealista (muito grande para
situacdes praticas). Menciona-se porém que essa dimensdo foi considerada na
modelagem da trincheira de modo que se tivessem as mesmas dimensdes adotadas na
simulacao feita em Rodriguez e De Paula, 2002, usada nesta pesquisa para fins de

comparagédo. Na verdade, a maneira usual de se simular trincheira (normalmente de
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espessura muito pequena) via modelos de elementos de contorno é pela consideracao
de subregides cuja interface coincida com a trincheira.

Nos graficos de 5.25 a 5.29, apresentam-se dados de desempenho do solver. Em
média, na andlise do modelo sem trincheira (grafico 5.25), verificou-se convergéncia de
em numero de iteragdes da ordem de 6% da ordem do sistema. Ja para os modelos
com trincheira, o valor dessa relagao subiu para 16%.

Aplicacao 5.5: Solo sem trincheira

Neste problema, além da verificagdo do algoritmo de subestruturagdo, observa-se a
importancia da correta introducdo do tempo estendido, de modo a eliminar a
interferéncia de resposta anteriores ao inicio da andlise no tempo de analise de

interesse. A figura 5.15 define o problema analisado.

2B 9B

al

-
-~

0002 0004 f(s)

Figura 5.15 — Definicdo do Problema e do carregamento p(t)

A fim de realizar comparagdes, adotaram-se B=1m, P, =1000kN e uma malha de 1280

elementos de contorno lineares de 04 nés (g4 _3dbe) e 224 elementos de fechamento,
gerando um sistema final de 1353 nés. (Figura 5.16). Tal refinamento € conveniente, ja
que deseja-se reconstituir, precisamente, o histérico de deslocamentos do ponto A.
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Figura 5.16 — Malha de elementos refinada

O resultado apresentado no grafico 5.16 foi obtido utilizando-se o processo de

Com relagcdo a transformagdo do

ao.

1 e 8x8 pontos de integrag

integracao icpt

carregamento, utilizou-se 512 pontos para sua reconstituicdo no tempo via algoritmo

FFT e um tempo de analise de 1.0s, a fim de que se pudesse eliminar efeitos devidos a

nao se

perturbagdes ocorridas anteriormente ao inicio da andlise. Neste caso,

considerou taxa de amortecimento de material, uma vez que ha amortecimento

7

geomeétrico.

1998.

)

O resultado foi comparado ao de Genes & Kocak, 2002 e Yerli, Temel e Kiral

€gia

7

uma estrat

Genes e Kocak, 2002, utilizaram, para obtencdo de tais resultados,

todo dos elementos finitos padrdo com o “scaled

baseada na combinacdo do mé

s

, préprio para

boundary-finite element method”, desenvolvido por Wolf e Song, 1997

representacoes de dominios infinitos. Ja Yerli, Temel e Kiral, 1998, utilizaram uma

formulacédo baseada elementos finitos infinitos para problemas transientes. Ressalta-se

que em ambos os trabalhos mencionados, as analises realizadas foram bidimensionais,

enquanto que, no presente trabalho, a andlise é tridimensional.
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Gréfico 5.30 — Deslocamento vertical para a malha refinada

No célculo da resposta no dominio da freqiiéncia, para aumento de eficiéncia do
programa, calcularam-se as amplitudes apenas para os pontos de freqiiéncia nos quais

seus valores eram significativos de acordo com o seguinte critério:

U(a)i_l)_U(w,‘)
U@) <tol, (5.4)

onde U(w,_,) é aresposta para um determinado grau de liberdade para uma freqtiéncia
w._,, U(w,) é aresposta de determinado grau de liberdade para a frequéncia seguinte
(@,). A toleréncia adotada foi de 10~ . No problema em quest&o, por exemplo, apenas

até a frequéncia w <1000 rad /s foram analisadas (grafico 5.31 e 5.32). Onde também
pode-se observar que, inclusive ja reconstituida no dominio do tempo, bons resultados
sdo apresentados.
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Um segundo modelo, composto de duas subregides, é adicionalmente considerado para
a resolucao desse problema (figura 5.07). Porém, nao foi possivel reconstituir a mesma
discretizacdo do caso anterior para a representacdo da todo o solo, em virtude da
capacidade dos computadores disponiveis no LAMEC/UFOP. Desta forma, a malha de
elementos de contorno teve que ser reduzida, adotando-se a descrita na figura 5.08,

com as seguintes caracteristicas:

Regiao 01

e 1360 elementos de contorno quadrangulares de 04 nos (g4 3dbe) e 438
elementos de fechamento.

Regiao 02

e 80 elementos de contorno quadrangulares de 04 nés (g4 _3dbe) e 116 elementos

de fechamento.

Define-se entdo, um sistema resultante de 5979 graus de liberdade.

2B, 9B
3B...3B,

5B

Figura 5.07 — Solo em camadas
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Gréfico 5.33 —Reconstituicao da resposta no dominio do tempo para o sistema acoplado.
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Gréfico 5.36 — Performance do solver para o problema acoplado.

Como se vé dos graficos de resposta ja reconstituida no dominio do tempo, para o caso
homogéneo (comparacdo possivel)l com uma e duas subregides, houve boa
concordancia entre as respostas. Note que, as respostas no dominio da freqiiéncia
apresentam ligeiras discrepancias, possivelmente devidas ao erro introduzido pela
discretizacdo interna (na interface entre as subregides). Esse resultado, porém, se
reflete, de certa forma, na reconstituicdo temporal da resposta, ndo se alterando as
amplitudes de pico, mas sim, aquelas destinadas a fase de amortecimento do sistema.
Para o caso ndo-homogéneo nao foi possivel uma comparacao. Do grafico 5.36 vé-se
que o solver apresenta excelente razdo de convergéncia. Na verdade, apenas para

frequéncias muito altas (@ =700 rad /s ), quando as amplitudes da resposta ja sdo , de

fato, muito pequenas, ja devendo ser truncadas, é que se verifica a queda de
desempenho do solver.
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Capitulo 06 — Conclusodes

Baseado nos exemplos numéricos apresentados, foi possivel avaliar e validar o
desempenho das estratégias de acoplamento genérico e dos procedimentos especiais
de integracao para formulagoes elastodindmicas no dominio da frequéncia.

A respeito da estratégia de acoplamento genérico EC-EC desenvolvida, conclui-se,
primeiramente, que esta simplifica, pela opcado dos elementos descontinuos,
consideravelmente a modelagem de regides complexas via elementos de contorno,
como por exemplo naqueles casos em que o dominio de andlise componha-se de
camadas estratificadas ou inclusdes com formas geométricas quaisquer. Desse modo,
interfaces artificiais, anteriormente necessarias para a geragao de numero suficiente de
equacgdes, ndo mais sdo necessarias (Aradjo et al., 2004; Dors, 2002).

A performance do solver J-BiCG, fundamental para o desenvolvimento do algoritmo de
acoplamento genérico desenvolvida, é avaliada em fun¢do do numero de iteragbes e do
erro medido nas respostas fisicas. Como discutido no capitulo de aplicagdes, vé-se das
comparagdes com outros autores, que respostas de qualidade foram obtidas (com erros
relativamente pequenos), havendo, naturalmente, algumas divergéncias néo
significativas para fins praticos, sobretudo em funcdo de diferencas nas formulagdes
envolvidas. Com vistas ao desempenho do solver, pode-se também concluir que os
resultados sdo muito satisfatérios, tendo convergéncia sido atingida para relagbes

niter/ N (nimero de iteragdes necessdrias para a convergéncia pelo ndmero total

maximo de iteracoes, estabelecido em fungdo da ordem do sistema) muito pequenas,
da ordem 10 a 15%. Obviamente, para os sistemas mal-condicionados verificou-se
queda de desempenho, fato este que, na verdade, ja se esperava. Ressalta-se, todavia,
que convergéncia foi sempre obtida, em todas as andlises realizadas.
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Particularmente, ha que se considerar que, para andlises no dominio da freqiiéncia, o
aumento de eficiéncia é, fatalmente, muito elevado, uma vez que se faz necesséria a
resolucdo de um modelo (usualmente de grande ordem para analises 3D) para diversos
valores de frequéncia, muito embora algum critério de truncamento de andlise para
freqléncias mais elevadas, como considerado no ambito deste trabalho, possa ser
aplicado. Que se note ainda que, em muitas aplicagbes, tanto o tempo estendido de
analise como o fendmeno de "aliasing” contribuem para que um ndmero elevado de

pontos de freqliéncia sejam necesarios.

Como pode-se observar, a estratégia genérica de acoplamento, nao limitada quanto a
sua utilizacao por restricoes fisicas ou geométricas do problema em andlise, estende,
sobremaneira, a aplicabilidade de Métodos de Elementos de Contorno em engenharia.
Ademais, o fato de essa estratégia constituir um procedimento espontaneo de
implementagao de formulagbées do M.E.C. em ambiente de processamento paralelo, na
realidade, a torna uma interessante alternativa para a andlise de modelos de grande
ordem, muito tipicos, por exemplo, em sismologia. A estratégia também possibilita,
espontaneamente, o desenvolvimento de formulacoes hibridas de acoplamento entre
modelos de elementos de contorno e modelos discretos estabelecidos via utilizacdo de
outros métodos como, por exemplo, M.E.F.

Cabe ainda ressaltar que, o0 espago de memoéria armazenado para as analises
apresentadas no capitulo anterior, também € significamente reduzido, uma vez que o
sistema resultante ndo é explicitamente montado. Por exemplo, nas aplicacbes
realizadas, verificam-se os seguintes dados de esparsidade da matriz resultante caso
fossem explicitamente montadas: cerca de 26% no problema da interagdo fundagéo-
solo (aplicacdo 5.03), 57% para o problema da interagdo fundagao-solo-fundacao
(aplicagéo 5.04), 79% para a viga engastada livre analisada com oito subregibes

(aplicacao 5.01) e 39% para o problema do solo acoplado (aplicagao 5.02).
Por fim, indicam-se abaixo, alguns tépicos, relacionados com a linha de pesquisa

abordada neste trabalho, e que poderao contribuir para o seu desenvolvimento futuro.

Mencionam-se:
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Expansdo da estrutura de acoplamento desenvolvida na pesquisa para outros
médulos de andlise do programa computacional, como por exemplo, para
problemas transientes;

Acoplamento entre solo e estruturas aporticadas espaciais;

Inclusdo de outros solvers iterativos na estratégia de acoplamento;

Simulagéo elastodinamica de compositos;

Introdugao de formulagdes préprias para a simulagédo do acoplamento entre um

matriz qualquer e inclusdes rigidas em numero e formas geométricas quaisquer;

Implementacdo em ambiente computacional de processamento paralelo.
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