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RESUMO

A idealizagdo de estruturas cada vez mais complexas, a adocdo de formas
arquitetonicas mais elaboradas e o desenvolvimento de novos materiais € métodos
construtivos tém gerado grandes avancos na Engenharia Civil e na Arquitetura. Em
geral, estes avancos sdo alcancados durante a busca pela superacdo de problemas
construtivos e também durante tentativas de aperfeicoamento das solucdes cldssicas

destes problemas.

Quando se trata da andlise estrutural, o aperfeicoamento de uma técnica ou
método geralmente estd ligado ao tipo de andlise feito. Assim, € comum separar estas
técnicas ou métodos em dois grandes grupos: andlise linear e andlise ndo-linear. A
caracteristica linear pode ser atribuida as propriedades fisicas, geométricas ou ambas. O

mesmo € verdade para a andlise ndo-linear.

z

O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento nao-linear de vigas
colunas mistas com interagao parcial na superficie de deslizamento aplicando o Método
dos Elementos Finitos. Para isto foi desenvolvido e implementado um elemento
unidimensional para andlise numérica. Em seguida foram feitas comparagdes entre os
resultados obtidos aqui e resultados encontrados na literatura. Desta maneira, pretende-
se verificar a confiabilidade e acurdcia do elemento proposto e também a sua
aplicabilidade a casos onde a andlise dos efeitos de segunda ordem € especialmente

importante.



ABSTRACT

The idealization of more complex structures, the adoption of more elaborated
architectural shapes and the development of new materials and constructive methods
have generated large advances in Civil Engineering and Architecture. These advances
are generally achieved during the search for the overcoming of constructive problems

and also during attempts to improve the classical solutions of these problems.

When it comes to structural analysis, the improvement of a technique or method
is usually connected to the kind of analysis performed. Thus, it is common to split these
techniques or methods into two groups: linear and non-linear analysis. The linear
characteristic may be associated to the physical, geometrical or both properties of the

studied body. The same is also true to the non-linear characteristic.

The objective of this work is to analyze, through the Finite Element Method, the
non-linear behaviour of composite beams that present partial interaction on the slipping
surface. In order to do that, an one-dimensional element for numerical analysis was
developed and implemented. In order to validate this element, comparisons between the
results obtained here and the ones on the literature will be performed. By doing so, it’s
intended to verify the reliability, accuracy and applicability of the proposed element to

cases in which the analysis of second order effects are especially important.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

A associacdo de diferentes tipos de materiais na execucdo de elementos
estruturais e de fechamento € feita por diversas razdes e representa uma grande gama de
solucdes para problemas de natureza ainda mais variada. Na Aviacdo, por exemplo, é
possivel citar o uso conjunto de material plastico, isopor, madeira e aco de forma a
promover seguranga, otimizacao de espaco e, mais comumente, diminui¢do de peso das
aeronaves. Em Arquitetura, quando se trata do conforto do usudrio, estes mesmos
materiais, aliados ao concreto, sdao utilizados para garantir que temperatura, nivel de

ruido e iluminagdo adequados sejam alcancados.

Na Engenharia Civil, no que diz respeito a execugao, procura-se diminuir o peso
total da estrutura e o tempo gasto para finalizar a mesma. Desta forma, a estrutura torna-
se mais barata e vantajosa, principalmente quando existe um ponto de equilibrio entre
estas varidveis e uma terceira: a seguranga. A utilizacdo do conjunto agco-concreto supre
estas necessidades, uma vez que o aco utilizado para a montagem do esqueleto
estrutural além de ser mais leve também € capaz de suportar as cargas permanentes
envolvidas sem a inconveniéncia da espera pelo tempo de cura do concreto. O concreto,
que em alguns casos ¢é utilizado somente para compor o fechamento da estrutura, vem
complementar a acdo do aco, oferecendo resisténcia aos esforcos de compressao

1



presentes nos elementos estruturais e protecio contra os efeitos da corrosdo e das altas
temperaturas de situagdes de incéndio. Assim, aco e concreto sdo utilizados na execugao

de vigas, pilares, lajes e outros elementos estruturais mistos.

Figura 1.1 Grancrete — Associa¢do concreto — isopor.
Fonte: sodesign.blogspot.com.br

Figura 1.2 Elementos e projeto estrutural da Faculdade de Educacdo de Cambridge —
Exemplo de associa¢do aco — madeira.
Fonte: www.arct.cam.ac.uk



Figura 1.3 Steel Deck — Associag@o a¢o — concreto.
Fonte: Silva, 2006

1.2. CONSIDERACOES HISTORICAS

O grande desenvolvimento econdmico dos Estados Unidos no periodo de 1860 a
1930, impulsionado por avangos tecnoldgicos da €poca tais como o uso industrial da
eletricidade e dos motores de combustdo (Silva, 2004), criou um ambiente propicio a
experimentacdo de novos métodos construtivos. Em 1894, no inicio da chamada Era
Progressiva (1890-1920), aparecem as primeiras estruturas mistas aco-concreto,
aplicadas principalmente na construcao de galpdes industriais e arranha-céus. Em 1932,
a imensa quantidade de mao de obra imigrante e a ndo observancia de regras de
seguranca levaram o fotégrafo Charles C. Ebbets a querer retratar o cotidiano dos

operdarios envolvidos na execug¢ao destes arranha-céus (Figuras 1.4 e 1.5).

No Brasil, no final da década de 20, a Cia. Sidertirgica Belgo Mineira comecava
a producdo de aco, seguida pela Cia. Siderurgica Nacional (CSN) na década de 40 e, na
década de 50 pela Cia. Siderurgica Paulista (Cosipa) e pela Usinas Siderdrgicas de
Minas (Usiminas). Ainda na década de 50, a recém-criada Companhia Sidertrgica
Nacional montou sua fébrica de estruturas metalicas, visando a expansao do mercado de

construgao civil brasileiro.



Figura 1.4 Lunchtime atop a Skyscraper (Nova lorque).
Fonte: ebbetsphoto-graphics.com

Figura 1.5 Resting on a Girder (Rockfeller Center, 1932).
Fonte: ebbetsphoto-graphics.com

Politicamente, a década de 50 foi marcada pelo populismo no governo Vargas e
o desenvolvimentismo incentivado por Juscelino Kubitschek. Estas duas doutrinas
politicas alavancaram o crescimento econdomico e a producdo industrial brasileira.

Situado neste contexto, em 1957 € erguido em Sdo Paulo o Edificio Garagem-América

4



(Figura 1.6), passando a ser conhecido como primeiro edificio em estrutura metdlica de
tecnologia e material brasileiros. A mudanca da capital nacional do Rio de Janeiro para
a regido central do pais proposta por Juscelino também pode ser considerada um marco
na histéria da utilizacdo de estruturas mistas no pais. Isto por que, dada a urgéncia
solicitada, a rapidez da execug¢do em aco-concreto se mostrava bastante eficaz e
confirmou-se com a finalizacdo da obra ao fim de trés anos e dez meses e sua

inauguracdo em 1960.

T a4 i

Figura 1.6 Edificio Garagem América.
Fonte: www.metalica.com.br

A década de 60 abriga a data de construcdo do Escritério Central da CSN,
localizado em Volta Redonda e desativado recentemente. Esta edificacdo torna-se parte
integrante da Histéria do Brasil por dois fatores principais: ter sido o primeiro edificio
de maltiplos andares a utilizar perfis “I” compostos de chapas soldadas, substituindo os
perfis rebitados, e ter servido de pano de fundo para a greve de 1988 que culminou com

a morte de trés operdrios apds a intervencao das forcas armadas.



Figura 1.7 Praca dos Trés Poderes um ano apds a inauguragdo de Brasilia (Abril,1961).
Fonte: www.al.sp.gov.br

Figura 1.8 Escritério Central da CSN.
Fonte: www.cbca-ibs.org.br



1.3. MOTIVACAO E OBJETIVOS

A utilizacdo de elementos estruturais mistos em Engenharia e Arquitetura tem
crescido na medida em que novas matérias primas sao desenvolvidas, possibilitando
novas associagcdes destes materiais. Ao contrdrio do que ocorria na antiguidade, um
método de tentativas e erros ndo é mais adequado, tampouco racional. Nao € coerente
construir uma edificagdo de multiplos andares utilizando um novo método construtivo
sem que haja algum tipo de simulacdo deste método. O estudo destas novas
possibilidades é, portanto, atual e necessario, pois possibilita identificar as alternativas
existentes e a forma correta de emprego das mesmas. Realizados estudos sobre tais
alternativas construtivas, é necessdria a busca pelo modelo que melhor representa o

comportamento real do problema, para que entdo seja possivel utilizd-lo como forma de

balizamento e/ou ferramenta auxiliar na tomada de decisoes.

Neste trabalho as estruturas mistas compostas serdo estudadas tendo como
motivacdes principais: a andlise de solucdes para problemas estruturais em Engenharia
Civil e Arquitetura a partir de novas abordagens e um melhor entendimento das
solucdes ja consagradas e comumente utilizadas. A recém atualizada NBR 8800 fornece
opgOes generalizadas até mesmo para situagdes nas quais € desejado considerar a
influéncia da ndo linearidade fisica, no entanto, isto ndo exclui a necessidade de que
elementos estruturais sejam estudados individualmente na tentativa de conhecer suas
particularidades. Deve-se também ressaltar que a ndo-linearidade geométrica de
elementos estruturais abordada aqui ainda € assunto sobre o qual ndo existem muitas

publicagdes.

Desta forma, o objetivo deste trabalho € desenvolver um elemento finito
adequado a andlise do problema de vigas-colunas mistas compostas por duas camadas
de diferentes materiais, considerando o comportamento ndo-linear fisico e geométrico
das mesmas. Assim, enquadra-se este trabalho na linha de pesquisa denominada
Mecanica Computacional, representando a continuidade de outros trabalhos
desenvolvidos no Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil da Universidade
Federal de Ouro Preto: Caldas (2004), Muniz (2005) e Silva (2006). Como em Silva

(2006), apesar de o objeto de estudo ser geralmente as vigas de ago e concreto, nada



impede que adequacdes e extrapolacdes venham a ser feitas e que o modelo passe a
representar também elementos de mesmo comportamento, mas compostos por materiais

diferentes.

1.4. APRESENTACAO

Este trabalho est4 dividido em cinco capitulos e dois anexos. O segundo capitulo
apresenta uma revisdo bibliogrifica sobre métodos de solucdo de vigas mistas com
interagdo parcial tais como o método analitico de Newmark e alguns métodos numéricos

recentemente utilizados e cujos autores consideraram o deslizamento de interface.

No Capitulo 3, apresenta-se o desenvolvimento de um elemento que considera a
parcela referente a nao-linearidade geométrica da viga mista. Para tal, utiliza-se da
teoria de Euler-Bernoulli, do Principio dos Trabalhos Virtuais e do Método dos

Elementos Finitos.

O Capitulo 4 trata da validacdo do elementos criado. Esta validacdo € feita
aplicando-o na solucdo de problemas cujos resultados (numéricos e/ou analiticos) ja
foram avaliados por outros autores e estabelecendo comparagdes entre estes resultados e
os aqui obtidos. As andlises sdo feitas de forma a verificar a ocorréncia do efeito de
membrana, a influéncia do ponto de aplicacdo de cargas axiais em relacdo aos
centréides das secOes e a consideracdo conjunta das nao-linearidades fisica e

geométrica.

No Capitulo 5 sdo apresentadas algumas consideracdes finais e sugestdes sobre

novas possibilidades de pesquisa relacionadas a andlise numérica de elementos mistos.

Por fim, a formulacdo do elemento viga-coluna em termos das matrizes de
rigidez eldstica e de rigidez geométrica e uma formulagao de solu¢do de problemas nao-

lineares sdo apresentadas nos Anexos I e I, respectivamente.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA:
VIGAS MISTAS

2.1. INTRODUCAO

Elementos estruturais mistos sdo aqueles nos quais ocorre a associacdo de dois
ou mais materiais, buscando a complementacdo mutua de propriedades fisicas ou em
alguns casos, estéticas. No Brasil, a combinag¢do aco-concreto € bastante utilizada na
constru¢do de edificios e pontes sendo que outras variantes, tal como madeira-concreto,

também sao encontradas na forma de vigas, colunas e placas.

Em geral, vigas sdo projetadas para suportar cargas transversais distribuidas ao
longo do seu comprimento, diferentemente das colunas, nas quais o carregamento
preponderante € axial. Os esforcos e reacdes destes elementos estruturais sao
comumente obtidos sob dois enfoques principais: as andlises de primeira e segunda
ordem. A andlise de primeira ordem obtém esforgos e caracteriza o equilibrio da
estrutura em sua condi¢do indeformada e a andlise de segunda ordem considera os
efeitos do carregamento apds a deformacdo, se aproximando mais do comportamento

real da estrutura.



Sobre que andlise é mais adequada, se a de primeira ou a de segunda ordem,
pode-se dizer que muitos problemas de Engenharia sdo satisfatoriamente solucionados
utilizando o primeiro enfoque, enquanto outros apresentam respostas que s6 podem ser
previstas sob a dtica do segundo, como € o caso de vigas e colunas muito esbeltos e/ou
sob carregamento axial. O trabalho desenvolvido aqui tem como foco os efeitos de

segunda ordem, também denominados efeitos da ndo-linearidade geométrica.

Neste capitulo, inicialmente serdo apresentadas as hipdteses geralmente feitas na
andlise de vigas mistas. Serdo apresentadas a solug@o analitica desenvolvida por
Newmark ef al.(1951), aplicdvel a vigas sob carregamento transversal distribuido, e a
solucdo desenvolvida por Girhammar e Gopu (1993) que considera os carregamentos
axiais e efeitos de segunda ordem. Também ser4 feita uma revisdo bibliografica sobre as
solucdes numéricas desenvolvidas recentemente, com enfoque nos casos onde o
deslizamento na interface das secdes é considerado e onde o Método dos Elementos

Finitos tenha sido utilizado, premissas do desenvolvimento deste trabalho.

2.1.1.Fatores de influéncia

Nas segOes aco-concreto, a ligagdo na interface dos materiais € feita através de
conectores, rigidos ou flexiveis (Figura 2.1). No caso das se¢des de madeira esta ligacao
geralmente € feita através de parafusos e/ou pregos, cuja funcao principal € transferir a

forca horizontal e assim garantir que a se¢do mista trabalhe de maneira uniforme.

A primeira defini¢do a ser feita quando trata-se da andlise de vigas mistas diz
respeito a forma de interacdo que ocorre na interface dos materiais. A rigidez da ligacao
na interface influencia diretamente os deslocamentos relativos na mesma e,
conseqiientemente, os deslocamentos totais da viga. O deslizamento relativo na
interface, por sua vez, influi na distribui¢do dos esforcos (momentos, for¢ca cortante e
forca normal). Portanto, pode-se dizer que a forma na qual € feita a conexdo na interface
tem influéncia direta sobre os esforcos que aparecem na viga. Feita esta observacao,
define-se como sendo de “Interacdo Parcial” a viga cujos esfor¢cos sao

consideravelmente influenciados pelos deslizamentos relativos na interface. No caso em
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que estes deslizamentos ndo tenham significativa influéncia, diz-se que a viga é de

“Interacdo Total”.

Figura 2.1 Conectores de cisalhamento em vigas.
Fonte: ar-shearconnector.com

Além da forma na qual € feita a conexdo na interface, Newmark et al. (1951)
considera outro fator que se refere exclusivamente as se¢des de concreto e influencia os

esfor¢os na sec¢do da viga: a retracdo.

z

A retracdo, que é a diminuicdo do volume do concreto que ocorre em
decorréncia da perda de 4gua e pode ocorrer ao longo de toda a vida titil do concreto, é
causada por fendmenos fisicos, quimicos ou uma combinacido de ambos. Tal como a
rigidez da conexdo na interface, a existéncia de retracdo afeta os deslizamentos relativos
entre secoes que, como dito anteriormente, influenciam a distribuicdo de esfor¢os na

secdo da viga através da forca cortante na interface.

O fendmeno de retragdo ndo serd considerado neste trabalho, sendo sua inclusao

deixada como proposta de pesquisas futuras.
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2.2. VIGAS MISTAS - SOLUCOES ANALITICAS

Obter equagdes que representam a solucdo analitica de uma viga mista para o
caso geral ndao é uma tarefa simples, principalmente devido ao fato de que os materiais
utilizados na execucdo deste tipo de estrutura geralmente possuem propriedades
bastante diferentes entre si e, portanto, apresentam comportamentos também bastante
diferentes, incluindo nao-linearidades. Além disto, a diversidade de configuracdes de
carregamento que podem ser aplicadas aumenta significativamente a complexidade
envolvida no desenvolvimento de uma soluc@o exata que represente todas as situacoes

possiveis.

A seguir demonstra-se a obtencdo da Equacdo de Newmark que é amplamente
utilizada no estudo de vigas mistas com interacdo parcial. Faz-se o mesmo para uma
equacdo similar, desenvolvida por Girhammar e Gopu (1993), aplicavel a casos onde

ocorre solicitagdo por carregamento distribuido transversalmente.

2.2.1.A Equacao de Newmark

Newmark et al. (1951) apresentam a solucdo do problema da viga mista através
da curvatura de uma viga cuja distribuicio do momento seja conhecida, cujas secoes
possuam propriedades geométricas constantes ao longo do comprimento e cujos
materiais apresentem relacdes lineares entre tensdo e deformacdo. Neste
desenvolvimento, admite-se que ndo hd separacdo vertical entre as se¢Oes superior e
inferior, ou seja, admite-se interacdo total nesta direcdo. Esta considera¢do pode ser
confirmada com base nos resultados obtidos por Salari e Spacone (2001) que afirmam
ter os deslocamentos relativos na dire¢do vertical pouca ou nenhuma influéncia na
andlise de vigas mistas. Assim, deslocamentos verticais e rotagdes de um mesmo plano
sao considerados os mesmos para quaisquer pontos de uma se¢do da viga. J4 para os
deslocamentos horizontais, considera-se o caso de intera¢do parcial e a ocorréncia de

deslocamentos relativos entre a secdo superior € a inferior € incluida no calculo dos
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esfor¢os. Estas proposicdes sobre a forca de interagdo presente na viga e sobre os

deslocamentos podem ser observadas na Figura (2.2).

MILLIL]]

y 5
‘IT 1 _CPI. - = _% ——————— I
1 Ml '
2 FIT A
v T
ET_ I _% _______
UPE 3 Mz
x i
e

Figura 2.2 Viga com se¢c@o mista com interagdo parcial - esfor¢os e deslocamentos.
Fonte: Silva, 2006

A equacdo do deslizamento em fun¢do dos deslocamentos dos centros

geométricos das secdes (u, € u,), da distdncia entre estes pontos (/) e da rotacdo da

secdo mista (@) € apresentada pela equacdo:
s(x)=u, —u, —h.tg(6), (2.1)
onde os indices 1 e 2 referem-se, respectivamente, a secao superior e inferior da viga.

A relagdo entre a curvatura da viga e os momentos atuantes nas se¢oes inferior e

superior pode se assim escrita:

x= = (2.2)

Neste caso, os momentos fletores sdo representados por:

M, = ¥E I, (2.3)
M, = E,I, (2.4)
ou ainda, M, =xE,,, onde a=1,2 (2.5)
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Observando a Figura (2.2) verifica-se a existéncia de um bindrio composto por

forcas F, e F,, de médulo F . Garantindo o equilibrio de for¢as, o momento total pode

ser representado como pela soma dos momentos aplicados a cada se¢do e 0 momento

gerado pelo binério:

M, =Fh+y > (E,,) (2.6)

a=1,2

O somatoério na Equacio (2.6) refere-se a rigidez a flex@o da secdo transversal no

caso em que ndo hé conexo horizontal e serd, a partir de agora, denominado (ET) ,,, .

O equilibrio de vigas estabelece que a derivada segunda da equacdo que define o

momento em uma viga fornece o valor negativo da carga distribuida g a qual a viga

esta submetida, sendo assim:
M" = y"(EI),, +F'h=—q 2.7)

A equacgdo de F' pode ser obtida através de uma relacdo entre a for¢a cortante

longitudinal por unidade de comprimento e o deslizamento na interface (Equagao 2.8).

F'=—
dx

Ks (2.8)

Esta equacdo mostra uma proporcionalidade entre o deslizamento s que ocorre
na interface da viga e uma constante dependente do tipo de conexdo utilizado na unido
entre as secoes, K . Substituindo a equacdo do deslizamento (Equacdo 2.1) na Equacgdo

(2.8) obtém-se o seguinte:

F'=K(u,—u,—m") (2.9)
, de onde vem a segunda derivada de F

F'= K(u‘z—u‘l—hv") (2.10)

Sabendo que as deformacdes na dire¢do do eixo x podem ser obtidas a partir das
derivadas dos deslocamentos e que a equacdo da curvatura de uma viga equivale a

segunda derivada da equagdo que rege os deslocamentos verticais, t€ém-se:

14



F'=K(e,—& —hy) (2.11)

Newmark et al. (1951) considera esta deformacdo devido a retracdo do concreto

através da parcela de valor constante &£,, que deverd ser somada a Equacdo (2.11)

fornecendo:
F'=K(e, (e, +€,)- ) (2.12)

A diferenca entre a deformacdo sofrida pela secdo inferior e aquela da secdo

superior pode é dada por:

g, —& :L 2.13
2 1 (EA)X ’ ( . )
onde

EA JE A
(EA) — ( 1 1)( 2 2) (2'14)

(E,A)+(E,A,)

Desta forma, pode-se retornar a Equacao (2.12) e assim representar a segunda

derivada de F :

KF
F'=——"— —Ke,—Khy (2.15)

(EA)
De posse da Equagdo (2.7) que fornece a carga distribuida a partir da segunda
derivada do momento, na qual substitui-se o valor de F"'' ( Equacdo 2.15), € possivel
obter:

(EA)

KF
_q:Z”(EI)f’“ +[—*—Kgsh —Kh;(jh (2.16)

Agrupando os termos relacionados a curvatura da viga, obtém-se:

_kn’y _ q KFh Khe,

(D), (D). (e1),.(Ea) " (ED),., @.17)

free
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Nas Equagdes (2.18) e (2.19), convenientemente define-se (EI )fu”, que

representa a rigidez a flexdo do elemento no caso de interacdo total na interface aco-

2
concreto, € & :

(El)ﬁdl = (El)free + (EA)*hZ (2.18)
a? = K (EI )_full
- (EA) (ED),,, (2.19)

Reorganizando-se a Equacdo (2.17) obtém-se uma equagdo diferencial em
termos da curvatura que € conhecida como Equacdo de Newmark:

q _ aZ M + thxh
EI )free (EI )ﬁ,tll (EI )free

" 2
Yy'-ay= —( (2.20)
Esta equacao tem uso bastante restrito, pois € aplicidvel apenas ao caso especifico
de vigas mistas em que a se¢do e a rigidez longitudinal (K) devido ao deslizamento na
interface sejam constantes e, além disso, cujas relagdes tensao-deformagao dos materiais

sejam lineares e cujas distribuicdes de momento fletor sejam conhecidas.

Nas Equacdes (2.21) e (2.22), pode-se ver a solu¢do da equacao diferencial da
curvatura e dos deslocamentos verticais, respectivamente, que foram utilizadas por Silva
(2006) na verificacdo do seu elemento aplicado a uma viga biapoiada de comprimento

L com carregamento uniformemente distribuido ¢. As constantes de integracdo

associadas a esta solucdo sdo apresentadas nas equacoes (2.23 — 2.27).

- i q q gL q 2
Yx)=Ce™ +C,e™ + - + xX— X 221
1 ? o’ (EI ) free az(EI ) full 2(EI )_full 2(EI )_full ( )
v()c)=—Cle2 _C2€2 +Cyx+C, +| — q -— q x
a a 2a°(El),, 20°(EI),,
(2.22)
_ 4L - q ¥

12(E1),,  24(EI),,
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C = Q(J{%j (2.23)

l_eaL
C,= Q(WJ (2.24)
oL b
2 2 3
C3=CIe——Cze——%+L (2.25)
o o 2 24(ED)y,
1
C,=—(C,—C,) (2.26)
o
o=——2__ 1 2.27)

2.2.2. A solucao analitica de Girhammar e Gopu (1993)

Seguindo a mesma seqiiéncia de passos para a obteng¢do da Equagdo (2.20),
Girhammar e Gopu (1993) estenderam a Equacdo de Newmark para andlises de segunda
ordem. O diferencial desta formulacdo € a possibilidade de carregamento axial constante

e a desconsideracdo da retracao para secdes de concreto (Figura 2.3).

Figura 2.3 Deslizamento na interface.
17



V+dV,

N+dN,  M+dM

Figura 2.4 Elemento infinitesimal em configuracdo deformada.

A influéncia do carregamento axial € introduzida na formulacdo através das
Equagdes (2.28) e (2.29), que devem ser satisfeitas para o equilibrio do elemento

infinitesimal (Figura 2.4).
M'=V (2.28)
M"=V'=—qg—-PV" (2.29)

Analisando a face esquerda do elemento € possivel estabelecer as relagdes de

equivaléncia entre forcas externas e internas:

P=N,+N, (2.30)
V=V, +V, (2.31)
M =M,+M,-Nh+Ph-z, ) (2.32)

A parcela z,, € a distancia entre o centréide da se¢@o superior e o centréide da

secao total, dada por:
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__EA,

o = A, h, (2.33)

onde

(EA),,, =E,A +E A, (2.34)
Para o equilibrio das for¢as horizontais, t€ém-se:

N' =—F=—-Ku,—u,+hv') (2.35)

N',=F (2.36)
Na face direita, fazendo o somatério de momentos no centréide de cada secao,

obtém-se:

V,=M'+Fh, (2.37)

e

V,=M'",+Fh, (2.38)

Nas Equacoes (2.37) e (2.38), h, e h, sdo as distancias entre a superficie de

interface e os centréides da se¢do superior e inferior, respectivamente.

Tal como para a Equagao de Newmark:

=t 2.39
' E] (259)
v,z - 2.40
TR (2.40)

Assim, aplicando a Equagdo (2.32) nas Equacdes (2.39) e (2.40), obt€ém-se as

equacgdes de momento em cada se¢ao:

E I
M, =——"1" [M+Nh—P(h—z
| (El),c,ee[ : (h—z., )] (2.41)
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E,I
2 =#[M +N,h—P(h—z, )] (2.42)

free

Destas equacdes obtém-se as equagdes diferenciais pra andlise de segunda
ordem da deflexdo da viga:
. IM+Nh-P(h-z, )]

= 2.43
’ (EI)‘)"ree ( )

v :q_anh

(EI),. (2.44)

Combinando as Equagdes (2.35) e (2.43) € possivel definir a equacdo diferencial

da for¢a axial interna N, :

N,"-a’N, = M — P (2.45)
ou
N/ —a’N,"=-B(q+Pv") (2.46)

O coeficiente @ é o mesmo definido para a Equacdo de Newmark na Equacao

(2.19). Define-se os coeficientes f e ¥ como sendo:

Kh
b= 2.47
(EI)free ( )
E AR?
y=K L, = (2.48)
EZAZ (EA)ﬁ'ee (EI)‘)"ree

Combinando as Equacdes (2.43) e (2.45) obtém-se a equacgdo diferencial dos

deslocamentos verticais da viga obtida por Girhammar e Gopu (1993):

MYV ) M

VIV _ a2vn: _
(EI )_free (EI )_full

(2.49)
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A mesma equacdo diferencial pode ainda ser representada em fungdo da
curvatura da viga:
" 2 M” 2 M

r-aty=- +a
(EI )_free (EI )_full

(2.50)

Esta formulacdo € adequada a andlise de vigas submetidas a carga distribuida
transversal e cargas axiais. A carga axial total € o somatdrio das cargas axiais que atuam
no centréide de cada se¢do. Estas forcas, por sua vez, devem manter a proporcao entre a
rigidez axial da secdo total e as rigidezes individuais de cada subse¢do. Desta forma, é
garantido que o elemento estrutural analisado estd submetido a deformacdo axial
uniforme e que nenhuma flexdo € introduzida por excentricidade dos pontos de
aplicacdo de cargas. A formulacdo para andlises de primeira ordem pode ser
desenvolvida de forma andloga, sendo diferenciada pelo fato do elemento infinitesimal

de viga utilizado ser considerado na configuracao indeformada.

Girhammar e Gopu (1993) fornecem a solucao desta equagdo diferencial para os
casos de forca normal de tragdo e compressdo. As solugdes para os dois casos tém forma

geral igual a:

v =C,senh(w,x)+ C, cosh(w,x) + C,senh(w,x)+ C, cosh(w, x) +

Csx+Co+v, 2.51)

Para o caso em que P € uma forca de tracao sdo fornecidos os seguintes valores

de coeficientes:

by EDpy x-S sinh[a)1 (x—s)]_ sinh[a)2 (x—s)]
' = ED Iy '[0 [a 40s) (ED),.. ! (S)H o @; ’ o (0 —a)) @&} -a)) s
(2.52)
o= +—L vt | _agr L 2.53)
2 (El)free (EI)free (EI)full
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._.
(S

2
W, = 1 o’ + P |- a’+ P -4a’ P (2.54)
2 (ET) free (ED) free (EI) Jull

Ja para o caso onde P € uma for¢a de compressao igual a — p, t€ém-se:

1 X|:a2q(s) (ET) sy q"(s)}.{ x—s sinh[a)1 (x—s)]_ sinh[a)2 (x—s)]}ds

V.=
! (El)full 0 (El)free a)lza)Qz a)13(a)22+a)12) a);(a)zz—l_a)lz)
(2.55)
1
1))2
2 2
a)lzl PN 2 N | S - vagt P (2.56)
2 (ED) (ED) . (ED)
1) )2
2 2
o=|-e-—P ||| P | a2 P 2.57)
2 (ET) free (ED) free (EI) Jull

Em ambos os casos (tensdo ou compressdo), v, € a solugdo particular da

equacdo diferencial e os coeficientes C,, C,, C,, C,, Cs e C4 sao definidos de acordo

com as condi¢des de contorno especificas de cada problema.

2.3. VIGAS MISTAS - SOLUCOES NUMERICAS

A Equacdo de Newmark e a de Girhammar e Gopu s6 podem ser aplicadas a
conjuntos particulares de vigas mistas. A alternativa a andlise analitica de problemas
mais complexos € a utilizagdo de formulagdes numéricas que resolvem tais problemas
de forma aproximada. Por serem aproximadas, estas formulacdes apresentam erros e a
ordem de grandeza destes, por sua vez, pode variar muito de formulagdo a formulagédo e

até mesmo de viga a viga, quando a mesma formulacdao € utilizada. No entanto,
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resultados bastante proximos das solugdes analiticas sdo alcangados através das
solucdes numéricas, justificando a sua utilizacdo. Neste topico sdo citados alguns
trabalhos que buscaram solucionar o problema de vigas mistas com deslizamento

através deste tipo de abordagem.

Salari e Spacone (2001) apresentaram duas formulacdes que simulam o
comportamento de vigas mistas com interface deformdvel: uma baseada no modelo
classico de deslocamentos e a outra baseada num modelo de forgcas proposto pelos
autores. Para o segundo modelo, € proposto também um método de recuperacido de
forcas diferente do utilizado para elementos baseados em deslocamentos. De acordo
com os autores, este método garante a compatibilidade do elemento mesmo em casos
onde ndo ha convergéncia nos nés. Em tempo, um método de recuperacdo de forcas €
um método que permite computar as for¢as que correspondem aos deslocamentos do
elemento. Os elementos apresentados ignoram a nao-linearidade geométrica e
desconsideram a existéncia de separagdo vertical entre as secdes por, segundo os
autores, ndo haver resultados experimentais suficientes que justifiquem a inclusdo

destes deslocamentos relativos na formulagao.

Salari e Spacone (2001) afirmam que os elementos baseados em um modelo de
forcas sdo especialmente interessantes na solucdo de problemas estaticos e dinamicos
nao-lineares ligados a andlise de eventos sismicos e de edificios. A justificativa é o fato
de ser possivel a utilizacdo de apenas um elemento para cada membro, causando uma

diminui¢do no ndmero de graus de liberdade explorados na anélise de porticos.

Um dos casos utilizados por Salari e Spacone (2001) na validacdo de seus
elementos foi o de uma viga composta de dois vaos e submetida a carga localizada
transversal. O exemplo mostrou uma convergéncia mais rdpida quando o elemento
baseado em forca foi utilizado. No entanto, mesmo com diferencas na velocidade de
convergéncia, ambos os elementos apresentaram bons resultados. A este mesmo
exemplo foi aplicado o elemento proposto nesta dissertacdo, obtendo-se os resultados

que podem ser encontrados no Capitulo 4.

A Equacdo de Newmark foi utilizada por Faella et al. (2002) para a avaliagdo
dos esfor¢cos e deslocamentos de uma viga mista ago-concreto, simplesmente apoiada,

submetida a carga distribuida uniforme ao longo do comprimento. Para esta andlise, os
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autores utilizaram o Método dos Elementos Finitos e a Equacdo Diferencial (2.20) no
desenvolvimento de uma solucdo que utiliza apenas um elemento para cada trecho entre

dois apoios.

Faella et al. (2002) descrevem a formulagdo do que chamam de matriz de rigidez
e vetor de forcas nodais exatos. Esta designacdo é devida ao fato de que estes nao
introduzem qualquer aproximagao no campo de deslocamentos da viga. Outro ponto de
interesse neste elemento € a possibilidade de que seja utilizado apenas um elemento na
simulacdo computacional de vigas. Para tanto, o elemento possui trés graus de liberdade
por no (rotagdo, deslocamento vertical e deslocamento relativo, como na Figura 2.5) e a
viga obedece as mesmas condicdes de aplicabilidade da Equacdo de Newmark (Equacao

2.20), ou seja, secdo e forca longitudinal (K) constantes, distribui¢io de momento

atuante conhecida e relacdes tensao-deformagao dos materiais lineares.

Figura 2.5 Elemento de Faella et al. (2002) e seus graus de liberdade.
Fonte: Faella ez al., 2002

Com os resultados obtidos para uma série de exemplos, Faella et al. (2002)
afirmam a eficécia do seu elemento na andlise de problemas ligados a vida de servico da
laje de concreto de uma viga mista e a facilidade de adaptacdo computacional do mesmo

para a solugao de vigas com outras configuragdes e condi¢cdes de carga.

Dall’ Asta e Zona (2004a) descrevem os problemas de slip locking que podem
ocorrer quando da andlise de elementos estruturais com interagdo parcial via elementos
finitos. Estes problemas afetam a descricdo do comportamento de parametros como

curvatura e deslocamentos verticais, fornecendo resultados que apontam para uma
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maior rigidez destas estruturas. O slip locking, segundo os autores, é o travamento que
ocorre quando dois ou mais campos de deslocamento sdo utilizados em conjunto na
representacdo dos graus de liberdade de um elemento. Este efeito estd geralmente
conectado a valores extremos de rigidez na conexao de interface, ou seja, valores muito

elevados ou préximos de zero.

Os autores comparam elementos baseados em deslocamentos e um elemento de
formulacdo mista que utiliza trés campos diferentes para a representacdo dos
deslocamentos, tensdes e deformacgdes. Entdo, Dall’Asta e Zona (2004a) variam o
nimero de graus de liberdade e também a ordem das fungdes interpoladoras dos
mesmos para, em seguida, comparar resultados. E sugerido o uso de funcdes de forma
balanceadas ou a diminui¢cdo da ordem das func¢des que interpolam os deslocamentos e
o deslizamento. Tomadas estas medidas € possivel evitar o aparecimento do slip locking

e conseguir uma melhor representa¢do do comportamento real da estrutura, atentando ao

fato de que a segunda sugestao pode levar a interpolagdes inadequadas.

PEM2 (8DOF) PE112 (10DOF) PE334 (16DOF)
— —t> — — — = T 3 —
_HIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII[Ill[ll‘ HIIIIIIIIIIIIIIIIIIII]HI]HI_ _IIIIIIIIIIIIIIIIIII]HI]HI]HI_
oo e B —> B> B> — G — B>
v v v v v v v
Figura 2.6 Elementos de 8, 10 e 12 DOFs.
Fonte: Dall“Asta e Zona, 2004b.

HW112 displacement field HW112 strain field HW112 stress field

T T SR T T T T et PR T T T TR T T T

(i (2 e

v v

¥

Figura 2.7 Elemento misto de 12DOF.
Fonte: Dall“Asta e Zona, 2004b.

Dall’Asta e Zona (2004b) propdem e comparam um elemento de formulagdo
mista a outros trés elementos baseados em deslocamento (8 DOF, 10DOF e 16DOF) na

avaliacdo da nao-linearidade fisica de vigas mistas (Figuras 2.6 e 2.7). O elemento de
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formulacdo mista € baseado no elemento 10DOF e possui campos aproximados de
forma independente: um campo de deslocamentos, um de deformacdes (duas
deformacdes axiais, curvatura e deslizamento na interface) e um campo de tensdes (duas

forcas axiais, o somatdrio dos momentos fletores e a for¢a cisalhante na interface).
A escolha das funcdes de interpolagdo feita pelos autores foi a seguinte:

e (Campo de deslocamentos - funcdes polinomiais quadriticas para os
deslocamentos axiais; fungdes hermitianas clibicas para os

deslocamentos transversais.

e (Campo de deformacdes - fungdes lineares para as deformacgdes axiais e

curvatura; funcdes de segunda ordem para os deslizamentos na interface.

e (Campo de tensdes - fungdes lineares para as forcas axiais e momento

fletor; funcdes de segunda ordem para a forca cisalhante.

No que diz respeito a descri¢do local do campo de tensdes, os resultados obtidos
por Dall’Asta e Zona (2004b) apontam que, comparado ao elemento 10DOF, o
elemento misto fornece uma representacdo mais suave da forca axial e do momento
fletor e que aparecem descontinuidades na representacdo da forca cisalhante. Nas
comparacdes feitas com testes experimentais, os resultados fornecidos apresentaram

boas representacdes do comportamento real da viga estudada.

Caldas (2004) apresentou modelos numéricos para a andlise de pilares mistos de
secoes genéricas (perfil I envolto em concreto, perfil tubular preenchido com concreto,
etc). Primeiramente, demonstrou como o Teorema de Green pode ser aplicado no
calculo dos esforgos resistentes de um pilar. Em seguida, utilizou o método de Newton-
Raphson na implementacdo de dois algoritmos aplicdveis a obtencdo das relagdes entre
momento e curvatura de um pilar. O primeiro destes algoritmos estabelece estas
relacdes controlando o momento solicitante através de incrementos. O segundo realiza a
mesma tarefa controlando a curvatura e, de acordo com Caldas (2004), é bastante util na

obtencdo dos ramos descendentes destas relacdes.

Caldas (2004) utiliza um algoritmo baseado no método de Newton-Raphson e

trés parametros de deformacdo na obtencdo de superficies de interacdo de pilares
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mistos. A superficie de interacdo de um elemento estrutural € a representacdo grafica

dos pontos que correspondem a resisténcia ultima da secdo. No caso dos pilares, estes

pontos de coordenadas x, y e z sdo definidos pelos valores de N, M e My,

respectivamente, e representam as vdrias combinacdes possiveis destes esfor¢os. Os

valores destes esforcos estdo relacionados a geometria da secdo, aos materiais que

compdem a estrutura e aos valores estabelecidos como limites para a deformacao.

Por fim, Caldas (2004) apresenta um modelo numérico que simula o
comportamento de pilares esbeltos com secdes genéricas que pode também ser
utilizados na simulacdo de porticos e outras estruturas mistas. Este elemento
desenvolvido foi adaptado por Silva (2006) na simulacdo de vigas aco-concreto com

deslizamento na interface.

Silva (2006) utilizou o Método dos Elementos Finitos no desenvolvimento de
um elemento de interface retangular e espessura nula (Figura 2.8) que, quando utilizado
em conjunto com dois outros elementos unidimensionais, € capaz de simular o
deslizamento que ocorre na interface de contato das secdes de uma viga mista. Este
elemento considera a nao-linearidade fisica dos materiais componentes da viga e sua

forma de aplicacdo é exemplificada pela Figura 2.9.

Silva (2006) esclarece que a solucdo de vigas mistas utilizando seu elemento de
interface estd vinculada a existéncia prévia ou implementacao de elementos de viga que
simulem o comportamento das se¢des inferior e superior (ago e concreto, neste caso).
Afirma que o elemento apresenta bons resultados quando utilizado em conjunto com um
elemento unidimensional de viga para a andlise de trelicas metélicas sobre base em
concreto e também que o mesmo € boa ferramenta na descricao da separacdo que pode

ocorrer na interface.

No mesmo trabalho, Silva (2006) também desenvolve outro elemento
unidimensional capaz de simular o deslizamento na interface de contato para secoes
transversais genéricas. A grande diferenga entre as duas andlises estd no fato de que o
segundo elemento desenvolvido engloba toda a secdao da viga e incorpora o
deslizamento relativo que ocorre entre as secdes superior e inferior, ndo sendo
necessdria a associacao a outros elementos para a simulacio de vigas com uma linha de

deslizamento.
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Figura 2.8 Graus de liberdade do elemento de interface de Silva (2006).
Fonte: Silva, 2006

Elemento
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interface
_Interface

Figura 2.9 Elemento de interface de Silva (2006) aplicado a viga mista.

Tanto o elemento de interface com espessura nula quanto o elemento com
deslizamento relativo incorporado, foram desenvolvidos por Silva (2006) utilizando o
Principio dos Trabalhos Virtuais. Os deslocamentos axiais dos dois elementos podem
ser interpolados através de fungdes polinomiais lineares e quadréticas, sendo que as
ultimas sdao mais adequadas pois eliminam o travamento no deslizamento (slip locking).
Para os deslocamentos verticais e rotagdes, Silva (2006) utilizou func¢des polinomiais

cubicas.

O elemento com deslizamento incorporado desenvolvido neste trabalho ¢é
derivado daquele de Silva (2006) e inclui a parcela referente a nao-linearidade
geométrica da viga que € somada as deformacgdes axiais. Salienta-se que, poucos
trabalhos foram publicados referentes ao comportamento nao-linear geométrico de vigas

com interacdo parcial.

28



Krawczyk et al. (2007) desenvolveram um modelo de andlise geométrica nao
linear em abordagem corrotacional, na qual o movimento total do elemento ¢é
decomposto em uma parcela relativa a movimento de corpo rigido e outra, referente as
pequenas deformacdes. A primeira destas parcelas, segundo os autores, define um
sistema local de coordenadas a partir do qual sdo definidas as deformacdes da segunda

parcela.

O elemento estuda as estruturas mistas admitindo a divisdo em camadas
independentes, deformagdes de cisalhamento de primeira ordem e um campo de grandes

deslocamentos, mas de deformagdes e deslizamentos moderados.

A abordagem utilizada nesta formulac@o permite a separacao dos efeitos da nao-
linearidade fisica daqueles da nao-linearidade geométrica. Além disso, permite que
diferentes elementos de andlise geométrica nao-linear sejam obtidos através do mesmo
elemento linear, uma vez que as matrizes de transformagdo entre sistemas de

coordenadas nao dependem do elemento escolhido.

Os resultados em Krawczyk e Rebora (2007) obtidos para o elemento de
Krawczyk et al. (2007) mostram que secdes que utilizam materiais com propriedades
muito diferentes podem provocar o aparecimento de deformacdes de cisalhamento e

efeitos ndo-lineares na viga.

Battini et al. (2009) descrevem a formulagdo de um elemento para anélise nao-
linear geométrica de vigas-colunas mistas com interacdo parcial também utilizando uma
descricdo corrotacional. Um dos pontos de interesse neste elemento € a utilizacdo dos
deslizamentos em seus extremos como graus de liberdade em conjunto com as rotacdes
e deslocamentos horizontal e vertical. Os autores adaptaram a formulagao corrotacional
ao problema da viga-coluna com interacdo parcial, sendo que a maior dificuldade foi a

adaptacdo dos graus de liberdade adicionais nos elementos com deslizamento.

Por tratarem do mesmo tema desta dissertagdo sob uma diferente perspectiva,
dois dos exemplos utilizados por Krawczyk e Rebora (2007) e Battini et al. (2009)

foram também analisados no Capitulo 4.
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Capitulo 3

FORMULACAO NUMERICA

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo serd apresentada uma formulagdo relacionada ao estudo da ndo-
linearidade geométrica de vigas-colunas para uma barra prismatica de comprimento L.
Sera seguida a mesma seqiiéncia utilizada por Silva (2006) na solu¢do do problema nao-
linear fisico, mas geometricamente linear. Baseado no elemento de Silva (2006) é
desenvolvido um elemento de dez graus de liberdade que incorpora o deslizamento
entre os materiais e é capaz de simular tanto a nao-linearidade fisica quanto a
geométrica. Estas modificagdes no elemento base estdo relacionadas a matriz de rigidez

tangente e ao vetor de forgas internas do elemento.

De posse desta formulacdo, foi possivel utilizar a estrutura do programa
existente em linguagem C++ (FEMOOP) para realizar andlises nao-lineares de
estruturas com elementos que com uma ou mais interfaces de deslizamento, objetivo

principal desta pesquisa.
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3.2. FORMULACAO NUMERICA

Considera-se uma secdo genérica subdividida em duas outras que, por
simplificacdo, sdo aqui denominadas simplesmente secdo inferior e superior. Tal
separacdo e a consideracdo da deformacdo que ocorre no vinculo de interface sdo
necessdrias para que o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) possa ser utilizado. Para
os esforcos resistentes desta secdo mista, consideram-se curvas tensdo-deformacao
formadas por polindmios até terceiro grau que definem as faixas de deformagdo das

curvas utilizadas na integracdo dos esforgos resistentes e rigidezes generalizadas.

Um modelo de vinculo distribuido ao longo da superficie de contato foi utilizado
para simular o efeito da conexdo deformdvel. A separacdo vertical que ocorre entre 0s
dois materiais foi desconsiderada com base nos resultados obtidos por Salari e Spacone
(2001) que evidenciam a pequena relevancia da mesma no comportamento das vigas

mistas. Admite-se entdo a hipdtese de interacdo total na direcao vertical.

Segundo Dall’Asta e Zona (2004a), a inconsisténcia nas aproximagdes dos
campos de deslocamento axial e de rotacdo fortalece a dependéncia entre o erro
resultante da utilizacdo do Método dos Elementos Finitos e a rigidez da conexdo. Esta
dependéncia pode gerar uma oscilagao no deslizamento e/ou uma aproximagao ruim da
curvatura para valores elevados da rigidez da conexdo. Portanto, para adequadamente
interpolar os deslocamentos axiais € transversais que ocorrem nos nds do elemento

(Figura 3.1) foram utilizados polindmios quadraticos e cibicos, respectivamente.

X,U
_ 5. 0 —»_ 0 —» O
u = u u

11 1,2 1,3

el 5 0 0 eE(—» 0
q uE,l uE,E 1 u8,3

v, v,
y,v

Figura 3.1 Elemento implementado.
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3.2.1.Relacao tensao — deformacao

A Figura (3.2) representa uma viga bidimensional composta por apenas um
material e na qual as se¢des transversais planas permanecem planas apds as
deformacdes. No campo de deslocamentos adotado u e v sdo as componentes de
deslocamentos do ponto C nas direcdes globais x e y, respectivamente. O angulo &
define a inclinacdo da reta tangente a curva e € pequeno o bastante para que as relagcdes

sen(@) =60 e cos(f) = @ sejam verdadeiras.

Figura 3.2 Campo de deslocamentos de uma viga simples.

Admitindo o mesmo deslocamento vertical para qualquer ponto da secdo

analisada, apresentam-se as componentes de deslocamento para certo ponto N:
Uy =u(x) = yv'(x) (3.1)

vy =v(x) 3.2)
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Figura 3.3 Campo de deslocamentos da viga composta.

A Figura (3.3) ilustra o campo de deslocamentos do problema nao-linear da viga
bi-dimensional composta por dois materiais. Neste modelo as rotagdes e o0s
deslocamentos verticais s30 os mesmos € a separacdo vertical entre as secdes foi

ignorada. Os centros de gravidade das secdes de concreto e aco estdao localizados sobre

0s eiXos cg, € cg,, respectivamente.

Assim, € andloga a forma de definir as componentes de deslocamento para esta

viga:
u, (6, ) =us(N+(y, - y)0x)  a=12 (3.3)
v(x,y) = v(x) (3.4)

O deslizamento na interface é obtido da seguinte forma:

s(x)=u,(x,h,)—u, (x,h,)

s(x) =15 (x) = u; () + (v, =, )0(x) + (k. — y,)0(x)
s(x) =uy () —u) () +(y, = y,)0(x)

s(x)= ug (x)— ulo (x)+h6(x)

(3.5)

b

onde /= (y, - y,) éa distancia entre os eixos de referéncia.
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Reagrupando as equagdes temos:

o (1, 7) =g () +(y, =yl a=12

v(x, y) =v(x) (3.6)
s(x)= ug (x)— ulo )+

Crisfield (1991) e Garcia e Villaga (1999) fornecem a expressdao de deformacgado
com grandes deslocamentos e rotacdes moderadas para a componente de deformacdo

axial:

u 1|(wY (owY
& _§+E{[$j +[$) } (3.7)
o

Utilizando uma notacdo simplificadora ( )'= %x e adequando a equagdo

anterior para o caso bi-dimensional (w=0) obtém-se:
] 1 )2
£ =u+5(v) (3.8)

Aplicadas as componentes de deslocamento e de deslizamento na interface da

viga composta, obtém-se a Equacdo (3.9) que fornece a deformacdo axial £ para cada
subsecdo. A parcela %(v')2 na equagado representa a considera¢do da nao-linearidade

geométrica da viga mista.
01 " 1 )2
€ua =ttt yu =3P (V) a=12 (3.9)

Aplicando o operador variacional na equagdo da deformacgdo axial (Equacgdo 3.9)
e naquela que representa o deslizamento na interface (Equagdo 3.5), sdo obtidas as

relacdes utilizadas na formulacao de soluc¢ao da viga mista:
O5(x)=ou) —du) +hé' (3.10)

5., =du)+Hy, - y)o"+'é  a=12 G.11)
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3.2.2.Formulacao do problema de equilibrio

Tal como apresentado por Caldas (2004) e Silva (2006), a formula¢do do
problema de equilibrio deste elemento serd feita baseada no PTV. Segundo este
principio, o trabalho virtual interno das tensdes sobre as deformacdes virtuais € igual ao
trabalho virtual externo das cargas sobre os deslocamentos virtuais ao qual se submete

um s6lido deformavel em equilibrio. Neste caso:

Mm = Wexr (3 . 12)

A expressdo geral do trabalho interno realizado pelas tensoes reais em fungdo
das tensdes de Kirchhoff e das componentes de deformacdo de Green-Lagrange que

ocorrem em um sé6lido de volume V € a seguinte:
W, = mal;ﬁ&,-dV, (3.13)
\4

sendo J o operador variacional.

As tensdes relevantes no estudo de vigas sdo as tensdes axiais, o, € as tensdes
de cisalhamento, 7, . Associando esta informag¢do ao modelo de vigas de Euller -

Bernoulli em que as deformacdes de cisalhamento sdo desprezadas, é possivel reduzir a

equagdo anterior ao ponto de:

Wiy = IV” 0,0, dV (3.14)

A Equacdo (3.14) é funcdo da tensdo axial, o

x°

e de sua correspondente
deformagdo, ¢, produzida pelo campo de deslocamento virtual imposto ao elemento

de volume V . Devidamente reorganizada, esta expressdo passa a representar a soma do
trabalho realizado pelas forcas atuantes nas duas se¢des da viga composta € com o

trabalho que € produzido pela deformag¢do no vinculo de ligag@o entre as secoes:
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W, =] ( [[o.0eda+ [0, ,dA+ destx (3.15)
L\ A A,

Na Equacdo (3.15):
S, = forca cortante na interface ago — concreto

os = deformacdo / deslizamento na interface aco — concreto

L= comprimento da viga

Para que o Método dos Elementos Finitos possa ser utilizado € necessario
subdividir a viga em m elementos de comprimento [/, . Apés a discretizacdo, o trabalho
virtual interno passa a ser representado pelo somatério do trabalho virtual individual

destes elementos como mostrado na equacao seguinte.

W, =>| ( [[ou6e,da+ [0, 0, .da+ S,,&de (3.16)
m=1p \ A A,
Aplicando as equagdes variacionais de deformagdo e deslizamento de (Equacao

3.10) e (Equacdo 3.11) ao somatodrio dos trabalhos virtuais, obtém-se

awifff{

m:1 Z/H

J‘J.O'X1 (&410'+(y1 - y)&v”+v'5v')dA+
A

(3.17)

[[oo 0 +(y, = y)ov+v'8)dA + S, (6] — ey + hv) |dx
4

Reorganizando a Equacdo (3.17) e omitindo o indice x referente ao eixo do

elemento de viga mista com interag¢do parcial, t€ém-se:

W, = Zj [[o.6u) dA+[[o,(y, - y)odA+[[ o & dA+ [[o,8u)"dA+
m=1] | A A A Ay
(3.18)
o,(y, = y)o"dA+||o,v' &' dA+S, () — du’ + hév') |dx
Il Il ( )
A, A,
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Figura 3.4 Convencao de sinais dos esforcos resistentes.

Obedecendo a convencgao de sinais estabelecida na Figura 3.4, os esforcos

resistentes da secdo s@o dados pelas seguintes integrais de area:

N, =[[o,dA (3.19)

M, =[[o,(y=y,)dA  a=12 (3.20)
Ay

Estas integrais aplicadas a Equacao (3.18), fornecem:

Wy =3 [N, G NG N v 5-M, 55+8, () - Sl + hv (3.21)

m=1 |

Os esforcos N, e M, sdo os esforcos resultantes totais:
N, =N, +N, (3.22)
M,=M +M, (3.23)

As expressOes apresentadas até 0 momento sao aplicaveis a qualquer modelo de
elementos finitos que considere apenas as deformacdes axiais e os deslizamentos

relativos e que seja baseada em interpolacdo de deslocamentos.
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3.2.3.Modelo de elementos finitos — equac¢ao de equilibrio incremental

Na equacdo do trabalho interno (Equacdo 3.21) € necessario que se conheca a
variagdo dos deslocamentos nodais generalizados, representados por (. Isto significa

conhecer a variacdo das funcdes de deslocamento, fornecidas nas Equagdes (3.3) e (3.4),

e de suas respectivas derivadas:

woffaesly] el
dq oq
ou)'= &T(%) ouy'= T(%J (3.24)
oq aq

el (2
dJq dq

Aplicando estas equagdes aquela que representa a fungdo variacional do trabalho

interno de um elemento (Equagdo 3.21), t€ém-se:

e Ca T C AN CA RN )

0 e o (3.25)
S| oq”| 22 |- sq”| 20 |+ hagT| 2 || b
dq dq dq
Evidenciando o termo relativo aos deslocamentos nodais (q):
01 01 "
W, &1I o’ +N, 9y +N,v [ MT§L-+
Jaq oq aq aq
(3.26)

0
syl 22 ][ ) pf 2 L
Jaq Jaq oq
O trabalho virtual externo realizado em um elemento pode ser obtido

relacionando o conjunto de deslocamentos nodais ao respectivo vetor de forcas externas

(r,, ) aplicadas na direcdo dos graus de liberdade do elemento:
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W, =q'r, (3.27)

Aplicando o PTV, ou seja, admitindo o equilibrio entre o trabalho realizado

pelas forgas internas e pelas forg¢as externas, tém-se:
ou)"! ou’' o' o'
(G e ) MH+
{ ' oq aq oq) "\ oq
0 0
R A B L Y L | P S
daq daq oq

Esta equacdo € satisfeita no caso em que &q’ =0, no entanto esta op¢do ndo

(3.28)

representa a solucdo do problema, pois significa que ndo houve deslocamento algum.

Com isso, a solucao devera ser:
{2 (2 2
; 1 aq 2 aq T aq T aq
0 0
JEEINE
oq Jaq Jaq
onde a integral (Equacdo 3.30) € a expressao da for¢a interna de um elemento (f,).
01 01 "
f = J‘{N{%j + NZ(%j +N,v (av j MT(aLjJr
n dq dq dq dq
ou,) ou; '
Sl == |- =~ |+h — ||{d
”K oq J ( oq J (aqﬂ} )

Sendo R o vetor de cargas externas, entdo o somatério da Equacgdo (3.30) para

(3.29)

(3.30)

os ne elementos utilizados na discretizacdo da viga fornece a equagdo de equilibrio

incremental (3.31):
o, oy’ (av'j (av”j
+NV | — [-M,| — |+
;H ( J (aq "1oq) "\ g
0 0 [
5|12 |- 24 )il 2] [Lax—r =0
dq ) { dq dq

(3.31)
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A Equacgao (3.31) pode ser representada de forma simplificada (Equacao 3.32).
Nesta equagdo, F é o vetor de forcas internas da estrutura, P € o vetor de cargas nodais

representativo das cargas externas e A € o valor escalar denominado fator de carga.

Y=F-AP=0 (3.32)

Neste ponto € interessante ressaltar as diferencas entre a Equacgao (3.31), que
inclui os efeitos geometricamente ndo-lineares e a Equagdo (3.34), obtida por Silva

(2006) e que nao considera estes efeitos. Comparando

0 0 ' "
[ {Nl (%J + Nz(%j + NTv'(a—vJ -M, (alj +
N dq dq dq dq

ou, ou; )|
S| == |-| =% |+h — ||d
(GG A)

0 01 " i 0 0 .
RCI AR CCIREY
N dq Jq dq dq dq aq

e (3.33)

verifica-se que a Equacgdo (3.33) desenvolvida neste capitulo € diferente daquela de
Silva (2006) (Equacdao 3.34) pois apresenta uma parcela relacionada a derivada da
componente de deslocamento vertical e a forca normal total que ocorre nas camadas
componentes da viga . Esta parcela, representativa da ndo linearidade geométrica, €

exposta abaixo.

N, (V'%j (3.35)
dq

3.3. MODELO IMPLEMENTADO

O elemento utilizado para o estudo da viga mista com interacdo parcial e
representado pela Figura 3.1 possui seis nds e dez graus de liberdade. Admite-se que os
deslocamentos horizontais de cada secdo sdo diferentes nas diferentes camadas de

material e que os deslocamentos verticais e as rotacdes sao 0s mesmos em toda a secao.
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Esta situacdo configura a interagao parcial e também foi utilizada por Dall’ Asta e Zona
(2004b), que chama atencdo sobre a necessidade de que sejam utilizados polindmios
quadraticos na interpolac@o dos deslocamentos axiais como forma de evitar o chamado

slip locking ou “travamento do deslizamento”, em traducao livre.

Para entender a ocorréncia do slip locking € necessario compreender o que
ocorre nas equacdes das componentes de deslocamento (Equacdo 3.6), expostas

novamente nas Equacdes (3.36) e (3.37).
u,(x, ) =ug()+(y, -y @=12 (3.36)
v(x,y) =v(x) (3.37)

O polindbmio que interpola os deslocamentos transversais nas extremidades do
elemento é 0 mesmo que interpola as rotacdes, por esta razao deve ser um polindmio de
grau trés, ou maior. As rotagdes, por sua vez, sdo obtidas utilizando a derivada deste
polindmio, ou seja, um polindmio do segundo grau. Silva (2006) demonstrou que estas
rotacdes estdo presentes na equagdo do deslizamento e, nesta formulacdo, a Equacdo
(3.36) mostra que estas rotacdes influenciam também os deslocamentos axiais. Entdo, a
equacgdo que interpola os deslocamentos axiais deve ser compativel com as rotacdes, o
que implica na utilizacdo de um polindmio de grau dois para a interpolacdo dos
deslocamentos transversais. Esta recomendagdo é feita por Crisfield (1991) em sua
discussdo sobre quais seriam os polindmios de interpolacdo mais adequados para a

andlise de vigas.

Como dito na Secdo (3.2.3), q € o conjunto dos deslocamentos nodais e este

conjunto e suas componentes sao dados por:
T _ [ T T T]
q = qul qu2 q, (338)
q; = l”?,l ”10,2 ”331
T o_ [ 0 0 0 ]
q,, =y Uy Ups (3.39)

q{q:[vl 6 v 92]
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Dai, os deslocamentos e suas respectivas derivadas em funcdo de x podem ser

representados por

' =9,q, u'=9'q, (3.40)
u; =¢,9q,, ui=¢',q, (3.41)
v=9,q, v'=9'q, (3.42)

V'=9" q, (3.43)

Derivando as equacdes anteriores em relacdo ao vetor de deslocamentos nodais

q:
oy Lo (3.44)
aq u aq u M
0, 0,
0, 0
L s Ly (3.45)
aq (pl/t aq (PLl M
0, 0,
ov ! o' !
v _lo Y -lo 3.46
oq u oq u (3.46)
a " 0”
2o, (3.47)
dq

"
v

Os vetores nulos das Equagdes (3.44-3.47) sao dados por:

0/ =[0 0 0] (3.48)

0;=[o 0 0 o (3.49)
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Os polindmios que interpolam os deslocamentos nodais serdo definidos em

relacdo 2 um elemento finito genérico de extremidades £=-1 e £=1 , sendo que a

2
coordenada generalizada & obedece a relacdio £ =—x—1. As func¢des de forma, como

sdo chamados estes polindmios, podem ser assim organizadas:

55(5—1)
¢, =0, =0, =1 1-¢° (3.50)
S+
1 3, 1,
274t
(1 1, 1, 1,
aliieie e
9, = 1 3 1 3 (351)
P
(1 1, 1, 1,
sliEe e

Com isto pode-se definir suas derivadas em relagdo a varidvel x:

wte[i{e-3) T Jferd)
i) e ) i) e

ol f ) 1) £ i)

3.3.1. A matriz de rigidez tangente

A matriz de rigidez do problema € obtida ao se derivar o vetor de forcas internas
de um elemento (Equacdo 3.30), obtido no final da Secao (3.2.3), em relagc@o ao vetor de

deslocamentos nodais (. Assim sendo, explicita-se esta derivada na Equacao (3.53).
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k, =2
Jq
0 (auo'J (auo'J ( av-J (av-'j
Y N I VA (R By Vi B P VA IRV I 2 iy 1 3.53
,maq{1 dq ) “Loq ) "\ aq) " \oq (3:53)
S o,
‘Loq dq oq

A Equacao (3.54) exemplifica aplicacao da regra da cadeia em um dos termos da
equacdo anterior. Convenientemente, o termo escolhido como exemplo foi o que

concentra a parcela de ndo-linearidade geométrica estudada:

0 v o( o ,ov' | ON,,
2N N 2|2
sl a5
(oY ,Ov' | ON,,
=N, |2
Taq(an { aqj{ aqj

Por fim, aplicando-se a regra da cadeia no restante dos termos da Equacdo

(3.54)

(3.53), depara-se com a matriz de rigidez tangente para o elemento finito proposto em

novo formato:
au”Yon, ) (aulYon,) ' (v [ ovYoN,
o= e e e ) 5e) +NT—V(—VJ (3l
71\ dq \ dq dq )\ Jq dq | dq aq \ dq
(v oM, T+ ouy _ow) w3, dx
oq \ dq Jq Jq aq aq

Partindo da equagdo anterior, apds substituir as Equagdes (3.44 — 3.47), que

(3.55)

representam as derivadas em relag@o aos deslocamentos nodais ¢ dos deslocamentos no

interior do elemento, obtém-se a Equacao (3.56).
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" v v (I) 'V v
(3.56)
u Ou (I)M u
. T aSb T
-4 0, +1<0, =40, ¢t +hq0, ¢ || == |dx
dq dq
(I) ' '\ 0V OV ‘\
Da mesma forma, o vetor de forcas nodais passa a ser:
(P 'M OM OM
£, =[| N, 10, (N4 1+ N, v 0, (-
Im 0V 0V (p 'V
(3.57)
Ou OM (I) u OM
M50 ++S,[30,¢:—40, ++hq0, ¢||dx
(P"V OV OV (I)'V

Reorganizando os termos das Equagdes (3.56) e (3.57) e agrupando os mesmos

numa forma matricial mais simples, t€ém-se:

* 39 "
C(an,Y as, )
k; =lf 0, (a_qz +¢u(a—é’J dx (3.58)
" T T T T
(pvv NT a_V +V' a& +I’l ai _(pvvv aAlT
oq Jaq oq oq
Nl(p‘u_qu)u

f,=[|  No.+S,0, (3.59)

b (NT V'+hSh )(I) 'V_MT(I) ' 'v

A matriz de rigidez tangente e o vetor de for¢cas nodais apresentados ndo seguem
o formato de representacdo geralmente utilizado quando se fala em andlise numérica por
meio de elementos finitos. Em geral, tanto um quanto outro sd@o expressos em funcao de
uma matriz deformacdes-deslocamentos, B, e de uma matriz de tensdes, 6. Esta forma

de representacdo e a sua formulacdo numérica sao descritas no Anexo L.
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3.3.2.Derivadas dos esforcos internos

Para que se possa dar continuidade ao desenvolvimento da matriz de rigidez
tangente, as derivadas dos esforcos resistentes em relacdo aos deslocamentos nodais

generalizados ¢ devem ser obtidas. Assim, define-se:

- as derivadas dos esfor¢os normais

oON Jo. 9
e[| [ = [0 e[, Yo =i

(3.60)

8219\: :ai(”‘fldAJ’J;IC’ZdAJ ﬂaal — dA+ ﬂaasz

(3.61)
d0, 88 d0, J¢,
= —dA=||E dA + —dA
[ [ i
- a derivada da forca cortante na interface
dS, dS, os os
b Y
o 9 dq g (5.62)
- a derivada do momento fletor
aq a _”0-1 y- )’1}ZA+J.J.O'2 y- yz)dA
(3.63)
=[JE, (v~ 3) Lrda+ [[E. G y,) %2
o Jq dq

Observa-se que E; e E; sdo definidos de forma analoga, diferindo somente no

que diz respeito a curva utilizada para tal: curva tensdo-deformacdo no primeiro caso e
uma curva que relaciona a forga cortante e o deslizamento do vinculo na interface aco-

concreto.
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Derivando as equagdes de deformacao e deslizamento dadas nas Equagdes (3.9)
e (3.5) em relacdo ao vetor de deslocamentos nodais, obtém-se as Equacdes (3.64) e
(3.65) que, por sua vez, estdo relacionadas as derivadas das fun¢des de deslocamento

em relacdo ao vetor de deslocamentos nodais (Equagdes 3.44 — 3.47).

o€ ou’' o' o'
w Oy L 12 3.64
N = 3 (v, —) 9"y @ (3.64)

0 0 ]

dq dq Jdq dq
Substituindo as Equagdes (3.64) e (3.65) nas equacgdes das derivadas dos
esforgos resistentes (Equagdes 3.60 — 3.63) e explicitando as derivadas das equagdes de

deslocamento (Equacdes 3.44 — 3.47), tém-se:

- as derivadas dos esfor¢os normais

a (P 'Ll OLl 014
Nl:” 7110, +(y,—yR 0, t+v'2 0, +dA
aq A 0 q) " (P '
(3.66)
a OM OM 0M
N2 = J-J. ET2 (P 'u + (y2 - y Ou + V' 0u dA
aq A 0 (P " (P (]
ON, ON, ON,
= + (3.67)
dqg dq  Jq
- a derivada da forca cortante na interface
aS OM q)Ll OLl
a_b - ESI; (PM - 0Ll + h 0“ (3‘68)
! o) [0 o
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- a derivada do momento fletor

aM (p 'M 01,1 Ou
_:_”ETl(y_yl 0, +(y1_y) 0, r+v'10, r|dA
aq A " (]
! 0, 0", 0,
(3.69)

OM OM OM

+_”ET2(y_.V2 9, +(y2_y 0, r+v'10,

A,y 0 (p ' IV (p |v

v

Reorganizando estas derivadas num formato matricial mais adequado, obtém-se

0 seguinte arranjo:

o', J-J-ETIdA
A

M _ 0 (3.70)

Mg [[E, (- v A+ g, v [[ Ean
A A

0
N e
a—qzz 0, QEMA (3.71)
-o", J'JAETZ(y_)%)dA"‘(P'V V'IJETZdA
Ay A,
0", [[EpdA
ON, _ -
3 o', J;j E,dA
-9, ”ETl(y—yl)dA+”ET2(y—yz)dA:l+(p'vl:”ET]v'dA+”ET2v'dA}
A A A Ay
(3.72)
_g,
% Eg N 9, (3.73)
% he',
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o', [[E; (y—y A

—o" | [[E,(vy=yVda+[[E, (y-, )sz] +9', V'{HET] (v=y A+ [[E, (y=y,)dA

(3.74)

Como forma de simplificar as expressoes dos esfor¢os resistentes, utiliza-se a

seguinte notacao:

"EA"H :J-J-ETdA (3.75)
Aa
'ES” = [[E,ydA (3.76)
A(Z
B, = [[Ey dA G77)
Aa
Esta notacao possibilita o seguinte arranjo:
(P'Lt ”EA”
oN, :
8_: 0, (3.78)
q (K " ' " "
—9", ES +¢' V' EA,
ON 0”
3 " o', EA, (3.79)
-o" ES R +¢' v EA R
o', "EA"I
oN .
~= 0, EA (3.80)
q

2

49



-9,

oS
b _ Esb (pu (381)
oq ,
he',
(p'll "ESHI
oM .
== ' 'ES
q o, (3.82)

2
-0", [”E[”l + "E1”2]+<p", v'[”ES"l + "ES”J

O valor de E, equivale ao valor da derivada da curva tensdo deformacdo no
trecho analisado. Portanto, caso a curva tensdo deformacdo seja linear, E, terd valor
constante. J4 no caso de curva tensdo deformagdo de grau n, o valor de E, seré obtido

através de uma equacdo de grau n—1.

3.3.3. Condensacio estatica

Os modelos de elementos de barra do FEMOOQOP supdem elementos com dois
nds apenas, um em cada extremidade, e de um a seis graus de liberdade por né. Ja o
elemento descrito neste trabalho possui quatro graus de liberdade em cada nd e
apresenta também, graus de liberdade no interior do elemento. Por este motivo,
adequagdes devem ser feitas de forma que um elemento equivalente ao modelo aceito

pelo FEMOOP represente o elemento aqui proposto.

A forma na qual esta condensacdo dos graus de liberdade é feita para o caso
linear € descrita a seguir. Uma vez que andlise ndo linear é composta de sucessivas e
complementares andlises lineares, o processo deve ser repetido e revertido ao inicio e

fim de cada iteracao, respectivamente.

Sendo q os graus de liberdade do elemento proposto, os mesmo podem ser

agrupados da seguinte maneira:

q=[q, q.]. (3.83)
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onde q_sdo os graus de liberdade que serdo condensados condensados e q, sdo aqueles

que serdo mantidos.

Tém-se kq=r, para k e r representando a matriz de rigidez do elemento e as

forcas nodais do mesmo, respectivamente. Esta relacdo pode ser reescrita em funcao dos

graus de liberdade a ser condensados e daqueles a ser mantidos (Equacao 3.84).

k.q, +k,.q, =
{ rrqr rcqc rr (3.84)

k.q, +k.q, =T

c

A resolugdo do sistema da Equagdo (3.85) € feita isolando a varidvel ¢, da

segunda equacao e substituindo este valor na primeira. Assim obtém-se:

k,. -k k'k ), =r, - (k k. r.) (3.85)

rc cc rc ccoc

Na Equacgdo (3.85), o primeiro conjunto de parénteses representa a matriz de

rigidez condensada e o segundo, o vetor de for¢cas nodais condensadas.
A recuperacdo dos graus de liberdade condensados € feita através de:

q =_k_1(kcrqr _rc) (3'86)

c cc
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Capitulo 4
EXEMPLOS

4.1. INTRODUCAO

Cinco exemplos de viga-coluna mista serdo apresentados neste capitulo como
forma de validar o elemento de andlise nao-linear proposto que, por simplificagdo,
passard a ser denominado SLIPBNL. A utilizacdo de exemplos cldssicos e/ou que
tenham sido estudados por outros autores foi intencional, de modo que assim houvesse

uma base de comparacao dos resultados obtidos.

Uma coluna feita de material com caracteristicas lineares € o primeiro objeto de
estudo deste capitulo. A escolha deste exemplo foi baseada no fato de que este é um
caso cldssico no estudo da flambagem de colunas e, portanto, de grande valia na
afirmativa da eficidcia do elemento em questdo. Neste caso especifico, procurou-se
variar o parametro K (rigidez da conex@o) e verificar a sua influéncia no

comportamento da coluna.

O segundo exemplo € o de uma viga submetida a cargas axiais e transversais. Os
dois principais fatores de interesse no estudo deste elemento estrutural sdo: a
possibilidade de se caracterizar o tipico comportamento ndo-linear de uma viga-coluna e
a demonstracdo de que a formulacdo desenvolvida aqui também se aplica a outros

conjuntos de materiais, concreto € madeira neste caso especifico.
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O efeito de membrana ¢é investigado no terceiro caso. Para tanto, utiliza-se uma
viga submetida a carregamento distribuido transversal e variam-se as condi¢des de

contorno referentes aos deslocamentos axiais das secdes inferior e superior.

O quarto exemplo trata de uma viga submetida a carregamento axial. O foco
aqui é o ponto de aplicacdo desta forca em relagdo ao centrdide da sec¢do de aco e a

influéncia que esta excentricidade exerce sobre os deslocamentos verticais.

Por fim, utilizou-se um exemplo previamente analisado por Salari e Spacone
(2000) e Silva (2006), que introduz o problema da ndo-linearidade fisica no estudo de
vigas. O exemplo consiste de uma viga de dois vaos, sob carregamento distribuido
transversal. Numa variante do problema, investiga-se o efeito da ndo-linearidade
geométrica adicionando-se forcas axiais e variando-se o valor das mesmas. Também

neste exemplo procura-se caracterizar o efeito de membrana.

4.2. COLUNA ENGASTADA SUBMETIDA A CARGA AXIAL

x (m)

0,3m

0,15m

w00y

0,05m
———

se¢do a-a

Figura 4.1 Coluna mista.

A finalidade principal deste exemplo (Figura 4.1) consiste no teste de

flambagem de uma coluna engastada e livre, submetida a carregamento axial aplicado
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no centréide da secdo da alma, e a caracterizagdo do seu comportamento para diferentes
valores de rigidez de conexdo na interface. A discretizagdo deste elemento estrutural foi
feita utilizando-se 20 elementos e o método de controle de deslocamentos com passo de

deslocamento de Smm aplicado no topo da coluna foi utilizado na solu¢do do problema.

Foram admitidos E,,, =8,00x10°MPa e E

a

o =12,00x10° MPa para os médulos de

deformacdo do material da aba e da alma da viga, respectivamente. O valor do

coeficiente K foi de 2MPa, 20MPa , 50MPa, 100MPa ¢ 10*MPa. A geometria da

coluna em estudo € definida na Figura (4.1).

Variando o valor de K como descrito, os dados obtidos geram a figura abaixo:

120,00

100,00

80,00 e e

- : —=— K=2MPa
60,00

7 e K=20MPa
¢ = K=50MPa

b ~ %~ K=100MPa

Forga concentrada P (k)

40,00

# ~ & -K=1000MPa

20,00

0,00
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045

Deslocamento horizontal (m)

Figura 4.2 Relacdo entre deslocamento horizontal no topo da colunae K.

Como esperado, € clara a relac@o entre o valor de rigidez na interface e o valor
da forca necessdria para desenvolver os deslocamentos (Figura 4.2). Observa-se que,
por exemplo, para K =2MPa ndo hd muita diferenca entre os valores de forca
requeridos para o primeiro passo de deslocamentos e os seguintes. Isso acontece devido
ao fato de que quanto menor for a ligacdo entre os dois materiais, maior serd a
facilidade de deslizamento e com isso maior serd a liberdade de deformacgao da peca
inferior. Por outro lado, ao aumentar a rigidez de conexao, a for¢a necessaria para impor
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os deslocamentos aumenta até 100%, como é possivel verificar nos dltimos estdgios de

deslocamento. Atribui-se tal comportamento a soma das resisténcias a compressao dos

materiais, que passam a trabalhar de forma conjunta.

4,00 :
,‘I i

2,50 n
B 1
ol
Terceiro passo

|
———— Sexto passo

Décimo passo

Altura da celuna (m)
fih
=
g

=
o
=

100 ]

0,50

0,04 0,05

0,00
0,01 002 003

0,00
Deslocamento horizontal [m)

Figura 4.3 Evolucao da deformada da coluna.

Em uma segunda andlise, fixou-se o valor de K em 50MPa. A extremidade

livre da coluna foi admitida como o ponto de referéncia no controle dos deslocamentos,
recebendo passos de deslocamento de Smm até o deslocamento méximo de 50mm .
Assim, fez-se uma simulagdo que deu origem ao gréfico da Figura 4.3, representativo da

evolucdo sofrida pela deformada da coluna durante o aumento de carga. Nesta figura

ilustra-se a configuracdo deformada da coluna para deslocamentos de 15mm , 30mm e

50mm, correspondentes ao terceiro, sexto e décimo estigio de deslocamento,

respectivamente.
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4.3. VIGA SUBMETIDA A CARGAS AXIAIS E TRANVERSAIS

O proximo exemplo, representado na Figura 4.4, combina uma secdo de
concreto e outra de madeira sobre as quais sdo aplicadas cargas axiais concentradas e
carregamento distribuido transversal. Seu propdsito € confirmar a afirmativa de que o
elemento proposto pode ser aplicado a outras combinac¢des de materiais que ndo apenas
aco e concreto. Girhammar e Gopu (1993) apresentaram uma solucao analitica para este
mesmo problema, que também foi estudado por Battini et al. (2009), com um elemento

baseado na formulacao co-rotacional.

O arquivo de entrada deste problema foi escrito de forma que as forgas axiais
fossem aplicadas no centrdide da secdo, ou seja, admitiu-se que os respectivos eixos de
referéncia para cédlculo das propriedades geométricas de cada se¢do passavam pelo

centrdide das mesmas.

1kN/m
I o o
I |
T 37,5kN — S - , 37,5kN
B '. - . “ T ',-"< > o e 3 S —
concreto 12,5kN ££ % 12,5kN
0,15m
madeira
a<d
0,05m | -l
4,00 m

se¢do a-a

Figura 4.4 Viga mista sob cargas axiais e transversais.

As propriedades fisicas dos materiais utilizados sdo: E_ =8,00x10° MPa

(concreto) e E,, = 12,00x10° MPa (madeira) e K =50MPa . Nesta andlise utilizou-se o
método de Newton-Raphson com controle de carga e considerou-se aplicacdo total do
carregamento em apenas um passo de carga. A malha considerada possui 20 elementos
e o ponto central da viga foi tomado como referéncia para comparagdo de resultados

obtidos. A Figura (4.5) mostra a configuracdo deformada da viga e a Tabela (4.1)
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mostra os valores de deslocamento vertical para cada n6 até o ponto central. Os valores

de deslocamento para os outros pontos obedecem a simetria da viga.

0,00
1,00
2,00 - -
3,00 E - 7 S Deformada
4,00 : :
5,00
6,00
7,00
8,00
9,00
10,00

Deslocamento vertical [mm)

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00
Comprimento da viga (m)

Figura 4.5 Deformada da viga.

Tabela 4.1

Deslocamento v ao longo da viga.

no v(mm) no v(mm)
1 0,000 7 7,570
2 1,496 8 8,308
3 2,945 9 8,845
4 4,307 10 9,171
5 5,549 11 9,280
6 6,644

O resultado obtido para o n6 11 € bastante coerente com o que é encontrado na
literatura. Girhammar e Gopu (1993) obtiveram um deslocamento vertical no centro da

viga igual a 9,276mm. Battini et al. (2009) obtiveram v =9,249 mm neste mesmo

ponto também utilizando uma malha de 20 elementos.

A discussdo sobre a influéncia da maior ou menor discretizacio da malha
utilizada ndo serd feita neste trabalho, sendo apresentada no Capitulo 5 como uma

possibilidade de pesquisa futura.
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4.4. EFEITO DE MEMBRANA EM VIGA COM INTERACAO PARCIAL

O efeito de membrana em vigas € um comportamento ndo-linear cuja natureza
depende das condi¢cdes de suporte vertical e das restricOes impostas aos graus de
liberdade que representam o deslocamento no plano da estrutura, ou seja, na direcdao

axial. Sob este efeito, uma viga tende a redistribuir seus esforcos e ganhar rigidez.

Para o estudo do efeito de membrana optou-se por utilizar uma viga biapoiada
sob carregamento distribuido transversal com restricao aos deslocamentos verticais nos
apoios, mas sem restri¢cdes para a ocorréncia de rotagdes. A viga é composta de concreto
(EC = 8,00x103MPa) e madeira (Em =12,00x10° MPa) com rigidez na interface igual a
S50MPa. A simulagdo € feita variando-se as condi¢des de restricdo dos graus de

liberdade referentes aos deslocamentos axiais das secdes inferior e superior.

‘ 0,3m 0,05m

concreto

0,15m
madeira

0,05m
- =

se¢do a-a

Figura 4.6 Secao mista avaliada.

A Figura (4.6) descreve a secdo utilizada neste exemplo. Ja as Figuras (4.7 —
4.9) ilustram as variacdes das condi¢des de contorno utilizadas. Os casos serdo
denominados de acordo com o nimero de restricdes horizontais impostas seguindo a
notacio R—L, onde R representa o nimero de restricoes impostas a0 movimento

horizontal e L representa o numero de graus de liberdade sem restricdo.
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a=!

4,00m

Figura 4.7 Trés deslocamentos axiais livres e um impedido (1-3).

I T
-

Figura 4.8 Dois deslocamentos axiais livres e dois impedidos (2—-2).

1kN/m

b b
S

a<

4,00m

Figura 4.9 Quatro deslocamentos axiais impedidos (4—-0).

Utilizando o método de Newton-Raphson com controle de carga, passo de carga
de 5 kN/m e dez elementos na discretizacdo da viga € possivel obter os valores que
definem as curvas da Figura (4.10). Necessdrio esclarecer que, tanto o valor do passo de
carga quanto o nimero de elementos utilizados na discretizacdo do problema foram

escolhidos de forma aleatdria e ndo sdo objeto de estudo deste trabalho.
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Figura 4.10 Efeito de membrana em vigas.

Analisando a figura fica claro o efeito que a restricdo dos graus de liberdade
horizontais: O caso 1-3 apresenta comportamento linear e a forca necessdria a
ocorréncia de deslocamentos € a menor dos trés casos. O caso 4-0, por sua vez,
apresenta comportamento ndo-linear devido aos efeitos de segunda ordem gerados pela
restricdo de todos os graus de liberdade do movimento horizontal. A for¢ca necesséria
para causar os mesmos deslocamentos do caso 1-3 é maior, evidenciando um

enrijecimento da viga.

O caso 2-2 no qual somente os graus de liberdade referentes a secdo de aco
foram restringidos apresenta relacdo forca-deslocamento intermedidria aos casos
anteriores. O ponto de atencdo neste caso € o fato de que, os deslocamentos iniciais
apresentam comportamento proximo do linear e valores também quase idénticos aos do
caso 1-3, de forma que os efeitos da ndo-linearidade s6 foram notados a partir do

terceiro passo de carga (15,00 kN/m).

4.5. VIGA SUBMETIDA A CARGA AXIAL EXCENTRICA

Na Figura (4.11) pode-se visualizar o elemento estrutural estudado neste topico e
que também pode ser encontrado em Krawczyk e Rebora (2007) e Battini et al. (2009).
Trata-se de uma placa de madeira fixada a uma coluna também em madeira, podendo o

conjunto ser analisado tal como uma viga mista sob carregamento axial. Nesta andlise
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considera-se E,, =7,84x10°MPa, E,, =490x10°MPa, P=40kN e K =49MPa ,

Sup
que sdo valores do médulo de deformacdo do material da placa de madeira (superior),
da coluna de madeira (inferior), da for¢a axial aplicada a viga e da rigidez da conexdo

de interface, respectivamente.

| 0,341m | 0,009m

| \ aes

e e . N . . PR e "““ ‘ [}

I 44mmi-
éé e !

0,088m

a-<
0,038m
~——

2,40 m

se¢do a-a

Figura 4.11 Viga mista sob carga excéntrica.

Para este exemplo era desejado que a carga axial ndo fosse aplicada diretamente
sobre o centréide da secd@o inferior, mas num ponto afastado de uma distancia e deste
centrdide. Utilizando uma malha de dez elementos o método de Newton-Raphson com

controle de carga, o deslocamento vertical da viga foi analisado para e=11,50mm,

13,25mm e 15,00mm .

Os resultados s@o apresentados nas Figuras (4.12 - 4.14). Assim como em Battini
et al. (2009), observa-se que a configuracdo deformada da viga muda completamente
com variagoes pequenas no valor deste parametro . Comparando-se os casos da Figuras
(4.12 e 4.14), por exemplo, verifica-se que a curvatura da viga foi invertida por uma

variacdo de apenas 3,50mm .

A Figura (4.15) apresenta uma comparacdo grafica que deixa ainda mais clara a
mudanca de comportamento da deformada da viga quando ocorre mudancga no valor da

excentricidade de carga adotado.
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Figura 4.12 Deformada da viga mista (e =11,50mm ).
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Figura 4.13 Deformada da viga mista (e =13,25mm ).
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Figura 4.14 Deformada da viga mista (e =15,00mm ).
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Figura 4.15 Comparacdo gréfica entre as deformadas da viga mista.

A Tabela (4.2) compara os resultados obtidos aqui e aqueles obtidos por
Krawczyk e Rebora (2007) e Battini et al. (2009), para o ponto central da viga e
confirma a semelhanca entre os mesmos. Krawczyk e Rebora (2007) indicam a
utilizacdo de 20 elementos na analise. Nenhuma referéncia foi encontrada no que diz

respeito ao nimero de elementos utilizado em Battini et al. (2009).

Tabela 4.2 Deslocamento vertical do no 6.

KRAWCZYK e BATTINI et al
Excentricidade SLIPBNL
REBORA (2007) (2009)
e=11,50mm 5,2451 5,2387 5,2143
e=1325mm 0,3824 0,3823 0,3827
e =15,00mm -4.4803 -4.4805 -4.4477

4.6. VIGA DE DOIS VAOS SUBMETIDA A CARGA CONCENTRADA -
ANALISE NAO-LINEAR FiSICA E GEOMETRICA

A Figura (4.16) apresenta a geometria de uma viga com trés apoios e submetida
a cargas concentradas no ponto central dos vaos. Esta viga foi analisada por Salari e
Spacone (2001) através de uma formulagdo baseada em forcas. Devido a sua
configuracdo simétrica, € possivel analisar somente metade desta estrutura. Assim, ao
invés de analisar uma viga com dois vao, analisa-se uma outra, biapoiada, com restri¢ao

ao movimento vertical em um dos apoios e engastada no outro.
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N

Outra consideracdo a ser feita diz respeito ao modelo apresentado na Figura
(4.16) e o modelo realmente analisado. Apesar de a Figura apresentar uma viga com
indicacdes de conectores e seus respectivos valores e também das armaduras, os
resultados obtidos demonstram que a consideragdo destes elementos é de pouca
influéncia. Assim, o modelo analisado ndo apresenta armaduras. No entanto, optou-se

por manter a mesma figura utilizada por Salari e Spacone (2001).

PA

Fiy

3350 mm
e e——]

h=152.4 mm
L=6.1mm
b = T6.2 mm
L= 9.6 mm

Figura 4.16 Viga mista de trés vaos (Salari e Spacone, 2001).

*P

S

(

3,350 m

Figura 4.17 Viga mista equivalente.

As leis constitutivas do aco e do concreto € a curva que define a rigidez da
conexao na interface utilizadas neste exemplo Figura (4.17) sdo apresentadas na Figura

(4.18).
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Figura 4.18 Leis constitutivas.

De acordo com as leis constitutivas utilizadas, pode-se definir o valor da

N

resisténcia do concreto a compressio e da sua correspondente deformagdo:

f'c=476MPa e &£.,=0,0025, respectivamente. O ago terd tensdo de escoamento
considerada fy =296,5MPa e médulo de deformacgdo E, =2,04xl1 0> MPa , valores para

os quais considera-se uma taxa de encruamento de 0,005. Os valores 7, =440N/m e
u, =2,25mm sdo admitidos para a conexdo de cisalhamento distribuida na interface

aco-concreto e seu deslizamento correspondente.

A Figura (4.19) apresenta os resultados obtidos utilizando uma malha de oito
elementos e o método de controle de deslocamentos para a solu¢do do problema ndo-
linear. A Figura (4.20), por sua vez, apresenta os resultados de Salari e Spacone (2001)
utilizando 2, 4, 8, 12 e 16 elementos. Estes resultados referem-se ao deslocamento
vertical do ponto médio da viga biapoiada. Percebe-se a semelhanca entre as curvas, em

particular a curva de quatro elementos da Figura (4.20).

65



160,00

140,00

.

120,00

100,00

80,00

---+-- Sliphnl
60,00

Forga concentrada P (kN)

40,00

20,00

0,00
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,020 0,035 0,040 0,045

Deslocamento vertical {m}

Figura 4.19 Deslocamento vertical no n6 central — Elemento proposto.
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Figura 4.20 Deslocamento vertical no n6 central (Salari e Spacone, 2001).

A segunda etapa da andlise deste exemplo foi a investigacdo da ndo-linearidade
geométrica ao qual a viga foi induzida aplicando-se uma carga axial no eixo da secdo de
concreto (Figura 4.21). O resultado desta andlise para carga N de intensidade 5P e 10P

€ apresentado na Figura (4.22).
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Figura 4.21 Viga sob uma forg¢a axial.
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Figura 4.22 Deslocamento vertical no n6 central.

0,045

A partir dos resultados observa-se que a diferencga entre o caso com forca axial

nula e aqueles com N =5Pe N =10P € considerdvel. Por exemplo, a0 comparar a

forca necessdria para causar o deslocamento de 0,045m, verificou-se uma redugdo de

21% se N =5P ede 36% paraN =10P.

> b

(\\\

3,350 m

Figura 4.23 Vigas com restri¢do adicional.
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Por fim, assim como no terceiro exemplo deste capitulo aqui também procurou-
se estudar o efeito de membrana. Para tanto, restringiu-se os graus de liberdade
referentes ao deslocamento horizontal tanto do aco quanto do concreto (Figura 4.23).
Restringir estes graus de liberdade causou um enrijecimento da estrutura fazendo com
que uma maior forca fosse necessdria para que se obtivessem os mesmos deslocamentos

do caso original. Este resultado pode ser conferido na Figura (4.24).

180,00

160,00 e

140,00 L —
120,00 r
100,00 e

—— Viga origina

80,00 - —
b --=-- Viga comrestricoes adicionais

60,00
40,00 /
20,00 //v
0,00

0,000 0,005 0,010 0015 0,020 0025 0030 0,035 0040 0,045

Forga concentrada P [kN}

Deslocamento vertical (m)

Figura 4.24 Deslocamento vertical no né central (Efeito de membrana).
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Capitulo 5
CONSIDERACOES E SUGESTOES

5.1. CONSIDERACOES FINAIS

As estruturas mistas, em especial vigas e colunas, foram o objeto de estudo desta
dissertacdo. Este trabalho dé continuidade aos trabalhos de Caldas (2004) e Silva (2006)
que estudaram o comportamento destes elementos numa abordagem numérica. O
diferencial em relagdo a estes trabalhos foi a consideracdo da nao-linearidade

geométrica no contexto de grandes deslocamentos e rotacdes moderadas.

No Capitulo 1 foram apresentadas algumas consideracdes sobre a utilizacdo de
elementos mistos em vdrios campos da Engenharia e Arquitetura. Comecando no
periodo da revolugdo industrial, procurou-se estabelecer uma comparacdo entre o uso
destas estruturas no Brasil e nos EUA. No fim deste capitulo, foi estabelecido como
objetivo criar um elemento finito capaz de simular o comportamento nado-linear fisico e

geométrico de vigas mistas com interacdo parcial.

Para o Capitulo 2 foi feita uma revisao bibliografica sobre métodos analiticos e
numéricos de resolucdo do problema de vigas. Apresentaram-se duas solugdes
analiticas: a Equacdo de Newmark (1951) para problemas lineares e uma variante desta
equacgdo, desenvolvida por Girhammar e Gopu (1993), que considera os efeitos de

segunda ordem. Verificou-se que estas solugdes analiticas sé sdo aplicdveis na prética
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para casos simples como materiais com propriedades lineares e condi¢des de contorno
também simples, sendo necessario um método numérico para o tratamento dos casos
mais gerais. Na drea numérica, foram citados trabalhos que representam uma alternativa
a solucdo analitica de vigas mistas com interacdo parcial. Seus autores sugerem
formulacdes para o desenvolvimento de elementos com maior abrangéncia de casos.
Observou-se que existem poucos trabalhos abordando o problema da ndo-linearidade
geométrica € que a grande maioria se restringia aos problemas com ndo-linearidade
fisica. Também foram citados trabalhos que tratam de problemas ligados a simulagdo

numérica por meio de elementos finitos como, por exemplo, o slip locking.

A formulagdo do elemento proposto foi apresentada no Capitulo 3. Admitiu-se a
hipétese de Euler-Bernoulli sobre a deformacdo de secdes planas e, a partir desta
hipotese, foram desenvolvidas equacdes que consideravam os efeitos de segunda ordem.
Estas equacdes foram utilizadas, juntamente com o Principio dos Trabalhos Virtuais e a
definicdo dos esforcos resistentes, para desenvolver a matriz de rigidez tangente de um
elemento com dez graus de liberdade. Neste desenvolvimento admitiu-se interagdo total
e parcial nas direcOes vertical e horizontal, respectivamente. Ao final do capitulo,
demonstrou-se como foi feita a condensagao estética dos graus de liberdade internos do
elemento, visto que o programa utilizado na implementacdo (FEMOOP) supde um
nimero de graus de liberdade por né constante € menor do que aquele do elemento

proposto.

No Capitulo 4, foram utilizados exemplos retirados de alguns dos trabalhos
citados na revisdo bibliogréafica para verificar a eficicia do elemento proposto. Os
resultados obtidos mostraram-se bastante proximos daqueles da literatura, de forma que
€ correto dizer que o elemento proposto pode ser utilizado na solu¢do de problemas de
flambagem e grandes deslocamentos de vigas e pilares mistos, compostos por materiais
como ago, concreto e madeira. Além disso, exemplos foram utilizados para demonstrar
o efeito de membrana e a influéncia do ponto de aplicacdo de cargas axiais no
comportamento de vigas. Verificou-se através destes exemplos que o ponto de aplicagdo
de cargas axiais pode alterar totalmente a configuracio da deformada, gerando

resultados completamente diferentes para pequenas variagoes de excentricidade.
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Assim, considera-se que o elemento desenvolvido atende ao seu propdsito e é
adequado a andlise de vigas e colunas de secdo mista com deslizamento na interface e

compostas por dois materiais.

5.2. SUGESTOES

O elemento proposto neste trabalho foi desenvolvido a partir daquele proposto
por Silva(2004), que considera o deslizamento. Silva (2006) também propde um
elemento de interface com espessura nula que soluciona o problema nao-linear fisico de
vigas colunas com interacdo parcial. Uma das possiveis formas de continuidade desta

linha de pesquisa é a implementacdo da ndo-linearidade geométrica para este elemento.

7z

O Teorema de Green ¢ uma das possibilidades através das quais é possivel
calcular os esforcos resistentes e as rigidezes generalizadas. Outra alternativa € a
utilizacdo de modelos de fibras como os utilizados por Salari e Spacone (2001) e
Dall’Asta e Zona (2004a). Fica como sugestdo a implementagdo de um modelo de

andlise de ndo-linearidade geométrica que utilize este processo de integracao.

Sugere-se a implementacdo da formulagdo utilizando uma abordagem
corrotacional como feito por Krawczyk et al. (2007) e também por Battini et al. (2009)

na de solucdo de problemas com grandes rotacoes.

Também € possivel o estudo sobre a influéncia do fendmeno da retracdo do
concreto e da variacdo de temperatura em conjunto com as nao-linearidades deste tipo
de elemento estrutural. Outro fator cuja influéncia nos resultados pode ser estudada € o

nimero de elementos utilizados na discretiza¢do do problema.

Outra sugestdo € o desenvolvimento de um elemento com conectores de
cisalhamento discretos, ou seja, um conector por elemento, como forma de melhor
caracterizar o comportamento destes e verificar a influéncia de parametros como

espacamento, material componente, profundidade de penetracdo na secdo superior, etc.
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Por fim, sugere-se também a implementacdo de elementos baseados em forcas e
ou elementos mistos que solucionem o problema da nao-linearidade geométrica de vigas

e colunas mistas com interacao parcial.
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Anexo I

ELEMENTO VIGA - COLUNA
COM DESLIZAMENTO :

Formulacao em termos de matrizes
deformacao x deslocamento

I.1. FORMULACAO CLASSICA

Neste anexo é feita a apresentacdo da formulacdo desenvolvida no Capitulo 3
utilizando uma nota¢do que é mais comumente encontrada em textos que tratam do

M¢étodo dos Elementos Finitos.

I.1.1. Obtencao da matriz deformacao versus deslocamento B

Os deslocamentos v e u e o deslizamento relativo s que ocorre na interface de
uma viga mista podem ser obtidos pelas seguintes equacdes, baseadas na teoria de

Euller-Bernoulli (Equagéo I.1).
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v(x,y)=v"(x)
g (X) =1ty (X) = (y = y,)0(x) , (L1)
s(x) =uj (x) —u, (x)+h6(x)

ou ainda

v(x,y)=v (x)
() =g (X) = (y =y, V' (%) (1.2)
s(x)= ug (x)— ulo () +h'(x)

onde & =1,2para concreto e aco, respectivamente, e h¢é a distancia entre os centros de

gravidade das segoes.

Para simplificar, pode-se omitir a indicagdo de que os pardmetros sdo funcao de

x e utilizar ainda a seguinte notacao que indica derivadas:

Jdv

—=y 1.3

E (I.3)
Assim sendo, utilizando as Equagdes (1.2), tém-se que:

v=1v°

Ua =y —(y=Y )V, (L4)

0 0
S=u, —u; thv,

A relagdo entre deformacio e deslocamentos para o caso bi-dimensional é dada

por:
Loy
ga:uax-l__(vx) (15)
» 2 3
Substituindo a parcela de u, , , obtém-se:
0 Loy
Eq =Ug —(y- Va )V,xx +§(v,x) (L6)
0, =g, — (Y= Y ), +v 6, (L7)
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A Equacdo (1.7) fornece a equacio variacional da deformagao.

Fazendo y =-v,,, tém-se:

Eu=Eg+ (V=YX (1.8)
O, =00 +(Y=Y )X (1.9)
onde

0 0 1 2

= + —
&y LL”’L > (V,x) (1.10)
1@ (S
2L1

0 _ ¢ 0
Ot, =0u,  +v. ov,
14 24

I.11)

Nas Equagdes (I.10 e I.11) a primeira parcela corresponde ao problema linear e

a segunda, a ndo-linearidade geométrica.

Vetorialmente, pode-se representar as deformagdes generalizadas como na

Equacao (I.12). Observe que termos em negrito indicam um vetor ou matriz.

£
&€

No T o

£= 1.12)
x
s

Os deslocamentos v e u podem ser expressos em funcdo das suas fungdes

interpoladoras, @ e @], e seus respectivos graus de liberdade, v € u . Assim sendo:
0 T
Uy =Q, U, (1.13)

V=0,V (L14)
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Agrupando os deslocamentos num sé vetor, tém-se:

(1.15)

O operador variacional, aplicado ao vetor de deslocamentos e ao vetor de

deformacdes generalizadas, fornece:

oy
& =1
o
J€/ Oy, +v, 00,
P o€ _ duy v 0,
74 74

Os S(uy —u, +hv)
Expandindo a Equacao (1.17):

g, +N ¢, 0.V
& e, +NQ, 0.V
- —&'o, ..
al ¢, - g, +h&v'g, )

Alternativamente, a Equacgao (I.18) assume a seguinte forma:

(Pz,xall + VT(pv,x(pf,xav
(Pz,xalZ + VT(PV,X(P{,X&’
- — @,V

o7 (8 — &)+ ho” &)

(1.16)

1.17)

(1.18)

(1.19)
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Matricialmente, tém-se:

580 (pT 0 VT(p (pT
1 u,x v, X T v,x 0
au,

5 0 O T T , T
& — 82 — (pu,x v (Px,;q)v,x &1(2)
&{ O O - (pv,xx §V
T T h T
s 0, 9, 0.
ou

&=Bsd=B,6d+B,5d
De maneira anéloga:

T 1 T T
81 (Pu,x 0 7 v (Pv,xq)v,x 0

u
0 T 1T T 1
_ 82 _ 0 (pu,x 7V (pv,x(pv,x 0
g= = , u,
Z 0 0 _(pv,xx
T T T
s -9, o, he, ,
ou
¢=Bd,
ou ainda

e=B,d+1B,d

I.1.2. Obtencao do vetor de forcas nodais f

De acordo com o Principio dos Trabalhos Virtuais:

oW, =W,

int ext

(1.20)

1.21)

(1.23)

(1.24)

1.25)

(1.26)
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O trabalho virtual interno € obtido a partir das deformacdes virtuais e das tensdes

reais correspondentes:
j Sel o, + j Selo, + j & Selx (1.27)

Integrando sobre o comprimento / de um elemento:

1
W, = [ 8¢/ ,dAdx + j [ &) o dAdx+ j & Sdx (1.28)
0 A 0 A,
Inserindo as equagdes de deformacgdo (Equacdes 1.8):
l
T
MWy = [ [11Ge) +(y =y 210 e+ j [18e3+ (= v 1Ay + j &'Sdx oo
Aplicando as Equacdes (3.20 e 3.21), que representam os esforgos resistentes:
—
jag Ndx+j58 N dx+j5;g(M +M )dx+jdsTde (1.30)
Vetorialmente:
Nl
N
W,y f loe0 &l & & MZ dx (L31)
S
ou ainda
I %" odx (1.32)

Em funciode B e d:
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j&iTB odx =" jB odx (1.33)

Desta forma, obtém-se o vetor de forcas nodais para um elemento i:
! —_T
= [B odx (1.34)
0

L.1.3. Obtencao da matriz de rigidez k.

A matriz de rigidez tangente k, € dada pela derivada do vetor de forgas nodais

f em funcdo da matriz de deslocamentos d. Logo, para um elemento:

af 8 (1.35)

Aplicando a regra da cadeia obt€ém-se as matrizes k, ek,(Equacdo 1.36),

denominadas matriz de rigidez geométrica e matriz de rigidez elastica, respectivamente.

l
T d
J‘ —B c+B %G dx (1.36)
0 [
kl K,
onde
(pu,x 0 0 _(Pu
B =| o0 0, . 0 o, (137)
(Pv,x(l)f,x v (PV,X(PtT’,xV - (Pv,xx h(l) V,X
Na Equacao (1.36), a solucdo de k, € dada por:
0 =7 d oB, oB,
%B G_Q(BINI—FBZNZ +B3M+B4S)—¥N1+¥N2 (138)
%/_J

ki
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Na Equacdo (1.38), tém-se que:

(Pu,x 0 0 _(pu
l31 = 0 B2 = (Pu,x B3 = (} 4 = (Pu (139)
(Pv,x(pf,xv (pv,xq)f,xv _(Pv,xx - hq)v,x

Desta forma obtém-se o valor de k; :

0 0 0
d

gET": 00 0 |[N+N,) (L40)

k, 0 0 (Pv,x(l)z:,x

Na Equacio (1.36), k,¢€ geralmente chamada de matriz de rigidez geométrica e

sua solugdo € dada por:

B, =§T[aia_€j

od de od (L41)
k
0 | e . .

Para obter o valor de ﬁ’ € necessdrio dividir a matriz B em duas parcelas:
B:B0+%BL’ (1.42)
onde

¢, 0 0

0 r 0
B, = Pur T (1.43)
0 0 - (pv,xx
T T T
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00 vie, o,
00 v’
BL= v (pv,x(p
0 0 0
0 0 0

Assim sendo:

e=B,d+iB,d

Segue o desenvolvimento da derivada de ¢€:

od od

% _ 9 g d+1B,d}..

é _ a[Bod"'%BLd] "

od
B, +%BL]£

od od

g—zz[aalzo +%%}d+[BO +1B,]..
S_Z_BO +%[BL +a£; }

g—(‘;:BO +1[2B, ]

S—Z:BO +B, =B

(1.44)

(1.45)

(1.46)

1.47)

(1.48)

(L49)

1.50)

(1.51)

(1.52)
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A matriz C € apresentada na Equacao (1.53).

[ON, ON, ON, ON,]| [oN, ON,
de} dey Jdy  Os g’ Ay
ON, ON, ON, ON, 0 oON, ON,
Co dgl  dg)  dy  Ods |_ oe! oy
oM oM oM oM oM oM oM
8810 883 oy ds aglo ag;’ oy
s as o5 o ||
dg) dgy dy Ods | |
Segue o desenvolvimento dos termos de C:
oN 0 00, d¢ o
C=——|0,dA= * —2dA=|E,.1.dA= EA
de) dE) -/[6“ J 0€, 0€) ;[ “ «
oN, -9 (6.4 80‘ ag“dA=JEa.
ok A oy

= an.(y = ya).dA: 'ES..
A

oM, _J'a[G (y— ya)] J'aO' 88
o€

oM , _Ia[a (y— y“)]dA 80' o€,
N oy L 0

oS

s |

ey +(y—ya)Z].dA

Y=Y )dA= [E,(y-y,) dA="EI,
A

~y)dA=[E,1.(y=y,)dA= ES
A

Estes termos, substituidos na matriz C, fornecem:

”EA”
1

0

”ES "
1

0

0 ”ES”l
'EA"  'ES’
1 2
”ES”2 'ES’
0 0

N o o ©

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)
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Assim a matriz de rigidez passa a ser representada por:

00 0

l

kT=j§TC§dx+I 0 0 0
0

‘ 0 0 (pv,x(P\Z;,x

Na Equacao (1.59):
D, 0 0
0 D 0

T T
(pv,xq)v,xv (Pv,xq)v,xv - ¢v,xx

(N, +N,)dx

_(Pu
¢,

he, .

1.59)

(1.60)
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anexo 1

SOLUCAO DO PROBLEMA
NAO-LINEAR

IL.1. FORMULACAO DE SOLUCAO DO PROBLEMA NAO-LINEAR

Sendo F(u) o vetor de forcas internas em fungdo dos deslocamentos u ¢ P o

vetor de cargas externas aplicadas a estrutura em estudo, para um corpo em equilibrio

pode-se estabelecer a seguinte relagdo:
F(u)-AP=0 (IL.1)

,onde A €é uma varidvel chamada comumente de parimetro de carga.

0 u

Figura II.1 Curva carga-deslocamento de problema nio-linear.

Fonte: Silva (2006)
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A relagdo estabelecida pela Equacdo (II.1) define a equacdo de equilibrio global

(Equacao 11.2), graficamente apresentada na Figura (II.1).
Gu,)=Fu)—-AP=0 (I1.3)

Sendo n o nimero de graus de liberdade da estrutura, o fato de A também ser
uma varidavel do problema gera um sistema com mais varidveis que equagdes, portanto,
indeterminado. Por este motivo, torna-se necessdria a inclusdo de uma condicdo de
restricdo para que seja possivel a resolucdo do sistema. Matricialmente, pode-se

representar o sistema da seguinte maneira:
Gu )| |0 4
Rw)| |0 (@)

Na Equacdo (II.4), R(u,/) representa a equacdo de restricdio imposta as

variaveis do problema.

Partindo da formulacdo geral pode-se derivar véarios métodos de solucdo de
problemas ndo-lineares. A diferenciacdo destes métodos reside na equagao de restri¢ao
que pode, como no caso dos métodos com controle de carga, fixar o valor do fator de
carga em cada passo (Equacdo II.5) ou ainda fixar o valor de uma das componentes do

vetor deslocamento (Equacdo II.6), no caso dos métodos com controle de

deslocamentos.
R=1-1=0 (IL5)
R=u,—u,=0 (1L.6)

Pode-se linearizar as fun¢des G(u,4) e R(u,A) em relagdo as varidveis u e 4
utilizando a série de Taylor. A forma geral desta série para uma funcdo genérica f(x)

em torno de um ponto (a,b) indica que:

fx,y)=fla+hb+k)= f(a,b)+df(a,b)+%df2f(a,b)+%df3f(a,b)+...

! (I1.7)
+———df"" f(a,b)+F,(x,y)
(n-1)!
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Na Equacao (I1.7):

x=a+h (I1.8)
y=b+k (I1.9)
\ 9 0
df" f(a,b)=| h—+k—| f(a,b) (I1.10)
ox dy

Fon =drrp, g, 059 L1l

nx’y_n! 192/ b<§2<y ( )
Linearizada, a série de Taylor assume a seguinte forma:
fx,y)=f(a+h,b+k)= f(a,b)+df (a,b) (IL.12)

Aplicando a Equagdo (I1.12) na Equagdo (I1.2), para um ponto (x;,4,), tém-se

que:

oG oG
G(u,,4,) _ G(ui’i")—FEAu—i_aAﬂ _ 0 (I.13)
R(lll-fl ) j-,-,l ) aR aR 0 .

R, A)+—Au+—AA
Ju oA

O sistema da Equacgdo (I1.13) pode ainda ser representado da seguinte maneira:

{G(ui,){i)+KTAu—PA/1} {0}
= (IL.14)
R(u;, %)+ R, Au+R, AL| |0
, onde
K, :a_G (IL.15)
ou
R, =8_G (I1.16)
“ du
oG
R. =— 11.17
T; oA ( )
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Reorganizando a Equacao (II.14), obtém-se o sistema de equacdes que fornece a

curva da Figura (II.1):

K,-P [Au] [-G(,.A)
R, +R, |AA| |-R(,1) (11.18)
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