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Analise numérica nao linear de vigas e lajes em concreto protendido

Jodo Paulo de Souza Rosa
Setembro/2018

Orientador: Amilton Rodrigues da Silva

A aplicagdo da protensdo em vigas e lajes tem sido difundida cada vez mais, através do
desenvolvimento de novas técnicas construtivas e necessidade de solucdes praticas na area da
constru¢do. Muitos estudos foram e estao sendo realizados com o intuito de se conhecer bem o
comportamento de estruturas protendidas, de forma a tirar o maior proveito, com seguranca, de

suas possibilidades construtivas.

O objetivo principal desse trabalho ¢ implementar um modelo de elementos finitos para
analise numérica ndo linear de vigas e lajes de concreto protendido. Dessa forma, foi
implementado um elemento finito de interface para anélise numérica nao linear. Este elemento
¢ capaz de simular tanto o deslizamento que ocorre entre a laje de concreto e a armadura ativa
quanto a deformacao que esta armadura sofre. As perdas de protensdo imediatas e diferidas no

tempo foram implementadas.

Nas analises numéricas apresentadas no presente trabalho as lajes de concreto s3o
modeladas com elementos planos de casca e as vigas modeladas com elementos de barra. O
contato entre as cordoalhas e o concreto ¢ modelado através de elementos de interface. As ndo
linearidades geométrica e fisica sdo consideradas na analise numérica. Os exemplos analisados
validam o modelo numérico sugerido neste trabalho mostrando um 6timo resultado quando

comparado ao resultado experimental.

Palavras chaves: Lajes protendidas, Elementos planos de casca, Elementos de interface, Vigas
protendidas.
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Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree of
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Nonlinear Numerical analysis of prestressed concrete beams and slabs

Jodo Paulo de Souza Rosa
September/2018

Advisor: Amilton Rodrigues da Silva

The application of the prestressed concrete in beams and slabs has been increasingly
widespread, through the development of new constructive techniques and need of practical
solutions in the area of the construction. Many studies were and they are being accomplished
with the intention of knowing well the behavior of prestressed structures, in way to include all

the advantages, with safety, of their constructive possibilities.

The main objective of this work is to implement a finite element model for nonlinear
numerical analysis of prestressed concrete beams and slabs. Thus, a finite interface element was
implemented for nonlinear numerical analysis. This element is able to simulate both the slip
that occurs between the concrete slab and the tendon as the deformation that this tendon suffers.

Immediate and delayed time losses were implemented.

In the numerical analyzes presented in the present work, the concrete slabs are modeled
with flat plate elements and the beams modeled with bar elements. The contact between the
tendons and the concrete is modeled through interface elements. The geometric and material
nonlinearities are considered in the numerical analysis. The analyzed examples validate the
numerical model suggested in this work showing an excellent result when compared to the

experimental result.

Key words: Prestressed slabs, Flat shell elements, Partial connection, Interface elemento,
Prestressed beams.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

As estruturas de concreto armado e protendido possuem grande importancia na
engenharia estrutural, devido a isso varios estudos tanto no ambito académico quanto
profissional foram publicados acerca dessas. O principal foco dessas publicagdes ¢ o complexo
comportamento do concreto estrutural, que quando submetido a solicitagdes possui resposta
nao linear. Essa ndo linearidade ¢ causada, entre outros fatores, pela fissuragao e diferenca entre
as resisténcias a tragcdo e a compressao do concreto; pela plastificacdo do ago e do concreto; e
pelos fendmenos relacionados ao tempo, como a fluéncia e a retragdo do concreto e a relaxacao
do aco. O conhecimento do comportamento mecanico e da distribuicdo de tensdes nessas pecas
quando submetidas aos mais diversos tipos de carregamento ¢ fundamental para realizar um

dimensionamento seguro ¢ otimizado de modo a reduzir custos.

A utilizacao do concreto protendido pode ser uma boa solugdo dependendo do projeto.
Algumas das vantagens oferecidas pelo seu uso ¢ a redugdo da incidéncia de fissuras, bem como
a reducdo das tensdes de tracao provocadas pela flexao e pelos esfor¢os cortantes permitindo
projetar se¢des mais esbeltas, quando comparado com o concreto armado. O que s6 € possivel
devido a particularidade do concreto em trabalhar bem a compressao e mal a tragdo. Entre as
vantagens econOmicas, destaca-se a reducdo das quantidades necessarias de concreto e aco,
devido ao emprego eficiente de materiais de maior resisténcia, possibilidade de vencer vaos
maiores que o concreto armado convencional e, ainda, para 0 mesmo vao, pode-se reduzir a

altura necessaria da pega.

Nos ultimos anos, lajes apoiadas diretamente nos pilares com ou sem alargamento do
contato laje-pilar (lajes lisas ou cogumelo) vém sendo muito empregadas na construcao civil,
pois permitem um melhor aproveitamento dos espacos e geram uma economia em termos de
material de forma e tempo de execucdo. O uso correto desse tipo de laje vem aumentando
devido as modernas técnicas de analise estrutural, que tornam possivel a correta determinagao

dos esforgos, que sao o ponto de partida para o dimensionamento das estruturas.

Uma vez que as lajes protendidas vém sendo amplamente utilizadas e possuem um
comportamento altamente ndo linear, faz-se necessdrio a implementacdo de rotinas
computacionais para a analise numérica. Dentre os métodos disponiveis para analise numérica

estrutural o Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ o mais difundido. Esse método permite a
1



analise de estruturas muito complexas de uma forma mais realista, simulando facilmente
diferentes disposi¢des geométricas, tipos de carregamentos e condigdes de contorno através de
um recurso computacional. O processo € feito a partir da discretizagao de uma estrutura em

elementos finitos, cujos comportamentos sdo conhecidos.

Este trabalho consiste na andlise numérica de estruturas de concreto com armadura
passiva e ativa considerando as ndo linearidades fisica e geométrica do problema. Para isso,
utiliza-se o programa FEMOOP (Finite Element Method Object Oriented Program) para
desenvolver um modelo numérico, via MEF, capaz de simular o comportamento de vigas e lajes
planas protendidas. E dado énfase a esses elementos estruturais porque eles sio submetidos
predominantemente a esforcos de flexao, que € a situacdo na qual a protensdo promove ganho
significativo. Para a analise, um elemento plano de casca de nove nds e cinco graus de liberdade
por né ¢ utilizado para simular a laje de concreto armado. Sendo os graus de liberdade de
translacdo na direcdo z, de rotagdo em torno dos eixos x € y (tipicos dos elementos de placa) e
os graus de liberdade de translacdo nas dire¢des x e y. Elementos de barra de trés nds e com os
mesmos 5 graus de liberdade por n6 do elemento de casca sdo utilizados para discretizar as
vigas de concreto armado. Elementos de interface de quatro nds sao utilizados para modelar o
contato entre o concreto e as cordoalhas. Esse elemento tem a fungdo de, a partir das
informagdes dos elementos que ele conecta, avaliar um possivel deslocamento relativo
longitudinal na interface de contato. A armadura ativa é discretizada utilizando o proprio
elemento de interface. No presente trabalho sera considerada a possibilidade de deslizamento
livre entre cordoalhas e bainhas e deslizamento impedido (quando ¢ injetado nata de cimento

na bainha).
1.2 JUSTIFICATIVA

A utilizacdo de concreto protendido na construcao de edificios ¢ dificultada devido a
alguns fatores determinados pela solu¢dao do projeto. Dentre eles, pode-se citar a dificuldade
adicional que a armadura ativa insere no dimensionamento da estrutura. Sendo essa a principal
motivacdo do desenvolvimento de um modelo numérico em elementos finitos capazes de
determinar a capacidade ultima e de servico de vigas e lajes em concreto protendido proposto

neste trabalho.

A protensdo consiste na introdu¢do de um esforco axial adicional que impde ao elemento

estrutural de concreto armado uma flexao inversa a flexdo imposta pelo carregamento. Assim



sendo, o concreto protendido ¢ aplicavel em elementos com predominancia de esforcos de
flexdo. Nesses casos, o uso do concreto protendido apresenta vantagens como: definicdo de
se¢Oes mais reduzidas, diminuindo assim o peso proprio de parte da estrutura; vencer maiores
vaos; melhorar comportamento em relagdo aos estados limites de servico, ou seja, menores

flechas, reducdo ou até eliminagao das fissuras, maior durabilidade do elemento estrutural.
1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho ¢ desenvolver um modelo numérico utilizando o
Método dos Elementos Finitos para analise numérica ndo linear de vigas e lajes de concreto
protendido. Na simulagdo numérica desse problema sdo utilizados elementos plano de casca
para a laje de concreto armado, elementos de barra para a viga de concreto armado, e elementos
de interface para discretizar a armadura ativa, conectar essa armadura ativa aos elementos de
placa ou viga, e simular uma conexao livre ou total na interface de contato entre a armadura

ativa e os elementos de placa ou viga.

Para alcangar o objetivo proposto foi implementado um elemento de interface capaz de
simular o comportamento estrutural do ago de protensdo submetido a esforcos axiais e avaliar
um possivel deslizamento entre o cabo de protensdo e a bainha, no caso de protensdo nao
aderente. Esse elemento de interface ¢ utilizado em conjunto com os elementos planos de casca
ou elemento de barra capazes de simular o comportamento estrutural de lajes e vigas de
concreto armado. A dificuldade na implementagao desses elementos se deve a analise ndo linear
do material, principalmente no caso do concreto, que devido a sua baixa resisténcia a tragao
fissura gerando um comportamento ortotropico apos essas fissuragdes. Para essa andlise sera
usado o modelo de fissuragao apresentado por Huang, Burgess e Plank (2003a). Os elementos
planos de casca e de barra para andlise ndo linear de lajes e vigas de concreto armado foram
implementados em trabalhos anteriores (Silva, 2010), sendo nesse trabalho introduzidos os

efeitos de retragao e fluéncia no concreto e relaxamento da armadura ativa.

A acdo conjunta da estrutura de concreto e da armadura ativa depende do tipo de
cordoalha a ser utilizada. Para elementos de protensdo ndo aderentes, existe um deslizamento
entre o concreto e ago, fazendo com que ndo haja compatibilidade entre as deformagdes dos
dois materiais. Quando da utilizacao de elementos aderentes, isso nao ¢ verdade. Como ja dito
a rigidez no contato entre a armadura ativa e o concreto ¢ modelada pelo elemento de interface

implementado neste trabalho o qual foi baseado no elemento de Silva (2010). Diferente do



elemento implementado em Silva (2010), o elemento de interface nesse trabalho apresenta
variagdo da posi¢ao do contato ao longo do comprimento do elemento. Isso se fez necessario
devido a inclinagao do eixo da armadura ativa em relacao ao plano da superficie média da laje

de concreto.

Como deseja-se obter elementos finitos capazes de fornecer a carga ltima de lajes de
concreto armado protendidas, as ndo linearidades fisicas dos materiais concreto e armadura
devem ser consideradas na formulagdo. Ja a ndo linearidade geométrica deve ser considerada
devido a introducao de cargas axiais por meio da protensdo. Mesmo em lajes sem protensao,
Huang, Burgess e Plank (2003a) observou a necessidade da consideracdo da ndo linearidade

geométrica para obtencao da carga ultima de lajes em concreto armado.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na analise estrutural de lajes em concreto armado, seja ela protendida ou nao, €
considerada a teoria de placa de Kirchoff ou Reissner-Mindlin. Na primeira, despreza-se na
definicdo da energia de deformacdo do elemento de placa a parcela referente a energia de
deformacdo devido ao cortante, enquanto que na segunda essa parcela ¢ considerada. Assim
sendo, a teoria de Reissner-Mindlin deve necessariamente ser considerada quando o esforco
cortante for significativo o que acontece geralmente com placas espessas. Ja em placas delgadas
a consideracdo da teoria de Reissner-Mindlin pode levar a erros significativos devido a
problemas numéricos relacionados as funcdes de interpolagdo no modelo numérico
aproximado. Ambas as teorias levam a um modelo matematico definido por equagdes
diferenciais parciais de quarta ordem, as quais sdo dificeis de serem analisadas de forma
analitica, exceto para alguns casos particulares, como, por exemplo, placas circulares com

simetria de revolugao, isso considerando analise linear.

Para solucionar esse problema de enorme complexidade das solugdes analiticas sdo
empregados métodos numéricos. O Método dos Elementos Finitos, uma das principais
abordagens para a analise de problemas estruturais, divide um continuo em elementos discretos,
cujo comportamento individual é conhecido, formando uma malha de elementos, a qual fornece

uma solucdo aproximada das solicita¢cdes em qualquer ponto da estrutura.

2.1 ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS DE
CONCRETO PROTENDIDO

Ha vérias possiveis aplica¢des para o Método dos Elementos Finitos (MEF). Para o caso
de modelagem de uma laje pode-se variar o tipo de elemento a ser utilizado, pode ser utilizado
elementos solidos (em uma analise tridimensional), elementos de placa (para uma andlise
bidimensional), ou at¢é mesmo elementos de poértico espacial ou grelha (para uma andlise
unidimensional). A analise tridimensional seria a que mais aproximaria do comportamento real
do elemento estrutural, no entanto, ela requer um esforco computacional elevado e nos casos
praticos de lajes com dimensdes significativas o tempo de analise seria excessivo. E importante
lembrar que quanto mais refinada for a malha, mais exatos e confidveis serdo os resultados
obtidos. Porém, este maior numero de elementos exige um maior tempo de calculo e maior
capacidade computacional, tornando o projeto mais caro e muitas vezes inviavel. Como a

espessura das lajes € pequena comparada com as outras dimensdes, a aproximacao por uma



analise bidimensional fornece bons resultados. Por isso, a andlise de placa ¢ a mais utilizada

para analise estrutural de lajes.

Virias formulagdes de elementos finitos foram desenvolvidas para analisar placas ou
cascas de concreto armado considerando a ndo linearidade do material. Em geral, as
formulagdes sdo baseadas em trés modelos: (i) o modelo de rigidez efetiva; (ii)) o modelo
discreto e (iii) o modelo de elementos finitos considerando o elemento de placa dividido em

varias camadas.

De acordo com Silva (2010) apud Huang, Burgess e Plank. (2003b), no modelo de
rigidez efetiva, a degradagao das propriedades mecanicas do material e a fissuragao do concreto
sdo avaliadas através da utilizagdo do céalculo da rigidez a flexdo ortotropica média. Este
conceito de rigidez efetiva baseia-se na rigidez a flexao de vigas, sendo estendido para aplicagao
em placas nos trabalhos de Scanlon e Murray (1982), Polak (1996) e Jofriet e McNeice (1971).
A principal desvantagem deste modelo ¢ o fato de que a fissuracdo do concreto ndo pode ser
considerada de maneira progressiva ao longo da se¢do transversal da placa de concreto (Jiang

e Mirza, 1997).

Em Jiang e Mirza (1997) e Phuvoravan e Sotelino (2005) ¢ feita uma aproximagdo do
modelo de elementos finitos discretos por uma modelagem separada do concreto e das barras
de aco de reforco por dois diferentes tipos de elementos. No primeiro trabalho foi modelado
uma laje de concreto com um elemento de placa com quatro nés que combina oito graus de
liberdade de um elemento de tensdes planas para modelagem da acdo no plano, e doze graus de
liberdade de um elemento de flexao de placa para modelagem da agdo fora do plano, enquanto

que as barras de reforco sdo modeladas por elementos do tipo viga-coluna.

O modelo de analise ndo linear baseado na divisdo da placa de concreto em vérias
camadas vem sendo muito utilizado na simulag@o de placas de concreto armado, para verificar
a resisténcia ultima e na avaliagdo da fissuragdo sob agdo de flexao e cortante (Loo e Guan,
1997). Segundo Martinelli (2003), neste modelo, o elemento de placa ¢ formado por varias
camadas que consideram que as propriedades mecanicas possam ser avaliadas de forma
independente para cada material (concreto ou a¢o) de cada camada. As barras da armadura
passiva sao transformadas em uma camada equivalente de aco com propriedades mecanicas
consideradas apenas na dire¢do das barras. A protensdo ¢ considerada modificando as

propriedades de uma camada do elemento. Nesse tipo de andlise geralmente ¢ desprezado o



efeito de cisalhamento ao longo da espessura de cada camada, considerando-a em um estado
plano de tensdes. E definido para cada camada um novo sistema de referéncia dado pelo espago
vetorial formado por uma base de vetores unitarios nas dire¢des das tensdes principais, sendo a

lei constitutiva do material definido neste novo sistema.

Na dissertagdo de Gomes (1990), ¢ feita a utilizagcdo deste tipo de modificacdo a nivel
de elemento para considerar armaduras protendidas ou ndo, através da criagdo de camadas de

elementos com propriedades modificadas.

Zhang e Bradford (2007) implementaram um modelo de camadas para andlise nao linear
de placas/cascas considerando um modelo de fissuracao semelhante ao apresentado por Huang,
Burgess e Plank (1999). Foi considerada a teoria de Mindlin/Reissner na implementacao do
elemento de placa e utilizaram uma func¢do de viga de Timoshenko para obter um elemento

finito retangular com camadas livre de travamento por cisalhamento (shear locking).

Jiang (1985) desenvolveu um modelo em elementos finitos que considerada o efeito de
deslizamento na ligagdo e o efeito de pino. Para isso utilizaram-se elementos de interface que
unem os elementos de ago aos elementos de concreto que sdo capazes de transferir tensdes

internas do concreto para o ago.

Figueiras e Povoas (1994) desenvolveram um modelo numérico utilizando elementos
finitos isoparamétricos de placas para concreto. As armaduras de protensdo foram modeladas
de forma automatica, de acordo com a malha da estrutura, através de elementos curvos
unidimensionais. A formulacdo da armadura ¢ do tipo embutida, modificada para eliminar
qualquer restricdo do perfil dos cabos em relagdo a malha da estrutura. A geometria da
cordoalha ¢ definida com precisdo de forma automatica, permitindo a quantifica¢do precisa das
acoes estruturais de protensdo. Para determinar as deformagdes na armadura protendida nao
aderente, utilizou-se uma abordagem ndo local, em que ¢ respeitada a compatibilidade de
deslocamentos entre os cabos e a estrutura. O modelo considera as nao linearidades fisica e

geométrica.

Barbieri, Gastal e Campos Filho (2006) e Barbieri (2003) elaboraram modelos
numeéricos a partir do elemento finito do tipo hibrido para poérticos planos. Quando se utiliza
esse tipo de elemento € possivel usar elementos longos, de forma que apenas um elemento finito
possa representar um vao de viga ou pilar, reduzindo assim o esfor¢co computacional. Na

formulagdo, a funcdo de interpolacdo representa a equacdo para as solicitagdes ao longo do
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elemento, e as variaveis interpoladas sdo as for¢as. Este método ¢ considerado exato, tanto para
as for¢as quanto para as curvaturas, uma vez que a fun¢ao resulta das condi¢des de equilibrio,
nao necessitando do uso de hipoteses arbitrarias. De acordo com Carol e Murcia (1989) essas
funcdes de interpolagdo ndo se baseiam em expressdes arbitrdrias, mas sim nas condi¢des de

equilibrio do elemento, por isso sdo consideradas teoricamente exatas.

Os porticos planos analisados por Barbieri, Gastal e Campos Filho (2006) e Barbieri
(2003) foram modelados com elementos finitos de dois nos e trés graus de liberdade por no. As
propriedades de um elemento sao definidas em um niimero discreto de pontos de integragao ao
longo do eixo do elemento. Todas as caracteristicas do elemento sdo definidas nos pontos de
integracdo. Relagdes constitutivas ja consolidadas na literatura sdo utilizadas para os materiais.
A cadeia de Maxwell de Bazant ¢ Wu (1974) ¢ usada para representar o comportamento
reologico do concreto e do aco de protensao, respeitando as caracteristicas do envelhecimento
do material. O comportamento do concreto a compressdo independente da agdo do tempo ¢
modelado pela equagdo de Saenz (Kabaila, Saenz e Tulin (1964)) em seu intervalo ascendente

e seguida por um amolecimento linear até a ruptura.

Prates et al. (1995) obtiveram um modelo computacional, baseado no Método dos
Elementos Finitos, para o estudo de estruturas de concreto armado e protendido sob condigdes
de estado plano de tensdes. Consideraram-se situagdes de carregamento de curto e longo prazo,
também foram consideradas fluéncia e retragdo no concreto e relaxamento do ago. Modelos
constitutivos elasto-viscoplasticos foram utilizados para descrever o comportamento dos
materiais. O modelo inclui protensao em situagdo de pré e pds-tensao, utilizando tanto armadura

aderente quanto armadura ndo aderente.

Lazzari, Campos Filho e Barbieri (2013) fizeram uma analise estrutural através de um
modelo numérico que utiliza elementos finitos do tipo hibrido para porticos planos,
considerando a ndo linearidade geométrica, carregamentos ciclicos e constru¢do composta. Nas
rotinas computacionais implementadas foram consideradas as situagdes de protensdo completa,
limitada e parcial e verificados conforme cada caso, os estados limites de descompressdo, de
formacao e de abertura das fissuras, além dos estados limites ultimos finais ¢ no ato da

protensao.

Wu, Otani e Shiohara (2001) propuseram um modelo numérico utilizando MEF, capaz

de representar a interacdo entre cordoalha e o concreto protendido. Este modelo ¢ capaz de



simular o deslizamento da cordoalha dentro da bainha de forma a calcular a transferéncia da
forca de protensdo e dimensionar estruturas com cordoalhas ndo engraxadas de forma mais
eficiente. E proposto um modelo para representar o atrito e ligagdo na interface da cordoalha e
do concreto. Ao usar esses modelos, ¢ estabelecido um procedimento numérico para analises
ndo lineares de materiais e geométricos de estruturas de concreto protendido, incluindo efeitos
dependentes do tempo, como a retragdo e fluéncia do concreto e o relaxamento do ago de
protensao. O procedimento pode prever as respostas de estruturas de concreto planas pré-

tensionadas ou pos-tensionadas, tais como deformacao eléstica e plastica e fissuras.

El-Mezaini e Citiptioglu (1991) apresentam um modelo numérico em elementos finitos
para a analise linear de elementos de placa utilizando uma abordagem discreta para as
armaduras ativas ou passivas, com diferentes graus de aderéncia. As armaduras foram
modeladas de maneira independente da malha de concreto através da utilizagdo de elementos
isoparamétricos com nds moveis. A malha de concreto € estabelecida ignorando-se a disposi¢ao
da armadura. Com a defini¢do do perfil do cabo, os pontos de intersecdo com os lados dos
elementos de concreto sdo identificados, € os nos laterais centrais transladados. O processo de

translagao dos nos pode ser observado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Translacao dos nos: (a) posicao original; (b) posi¢do na interse¢do com os cabos (adaptado de
El-Mezaini e Citiptioglu,1991)
Os autores utilizaram uma abordagem na qual se fez possivel modelar qualquer grau de
aderéncia. No caso de aderéncia perfeita, considera-se total acoplamento entre os nds de
concreto e aco, com a coincidéncia dos graus de liberdade e a contribui¢do dos elementos de

aco somada diretamente na matriz de rigidez global. No caso de armaduras ndo aderentes, as



matrizes de rigidez dos elementos de concreto e aco sdo calculadas separadamente. Na matriz
de rigidez global, a contribui¢do dos elementos de ago na dire¢do perpendicular ao perfil ¢
somada aos graus de liberdade de concreto, enquanto na direcao do perfil os graus de liberdade
ndo acoplados formam novas equagdes. Para a aderéncia parcial, elementos unidimensionais
especiais de mola sdo utilizados, unindo os nds de concreto e ago na dire¢do do perfil. Com as
molas, pode-se empregar modelos lineares ou ndo lineares de aderéncia, ou representar o efeito

do atrito.

Alkhairi e Naaman (1993) apresentaram um modelo numérico de andlise ndo linear para
a determinagdo da tensdo na armadura ndo aderente a partir da configuracdo deformada dos
elementos protendidos, abrangendo todas as etapas de comportamento dos materiais. Os perfis
de protensdo e carregamentos devem ser simétricos, sendo permitidas armaduras passivas
aderentes de tracdo e compressdo, ¢ armaduras protendidas aderentes e ndo aderentes. A

influéncia da esbeltez a flexao é considerada através de um modelo de trelica.

Zhang, Fu e Che (2011) a fim de obterem a maxima tensao em cordoalhas engraxadas
a partir de principios mecanicos, em vez de usar a formula de ajuste de dados experimentais,
desenvolveram um método avangado de analise nao linear para calcular a tensdo. O modelo de
analise ¢ estabelecido usando a teoria da placa de espessura média de Reissner-Mindlin
permitindo a influéncia da deformagao de cisalhamento transversal. O modelo constitutivo do
incremento ortotropico do concreto ¢ estendido para resolver o problema da placa de espessura
média. A formulacdo numérica do calculo do incremento da tensdo em uma cordoalha
engraxada ¢ estabelecida usando a relagdo de deslocamento espacial. Um programa de

computador especificamente para prever a resposta nao linear de uma estrutura de laje curva de

concreto protendido e calcular a tens@o final nessas cordoalhas foi desenvolvido pelos autores.

Com base no trabalho Bailey (1995), Huang, Burgess e Plank (1999) desenvolveram
um elemento de casca ndo linear fisico subdividido em camadas para representagdo do concreto
e armaduras de ago. Antes da fissuracdo ou esmagamento, o concreto € considerado isotropico,
homogéneo e eléstico linear. Um modelo de fissuracdo distribuida ¢ adotado, no qual a
fissuracdo ¢ identificada quando as tensdes principais atingem uma superficie de falha. Apods a
fissuracdo, o concreto ¢ tratado como um material ortotropico com eixos principais normais e
paralelos a dire¢do da fissura. O concreto paralelo a fissura ¢ considerado capaz de resistir a
tragdo e compressao com base em uma relacdo tensdo-deformagdo uniaxial. Apods o

esmagamento, assume-se que o concreto perde toda sua resisténcia e rigidez. Huang, Burgess
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e Plank (2003a) introduziram a ndo linearidade geométrica no modelo, possibilitando uma
melhor representagdo do comportamento de membrana. Uma formulagdo lagrangeana total foi
adotada, assumindo pequenas deformacdes. O elemento de casca com nove nos implementado

tem por base as hipoteses de von Karman (grandes deslocamentos e rotagdes moderadas).

Roca e Mari (1993a e 1993b) elaboraram um modelo numérico a partir de um elemento
isoparamétrico com 9 nos e 5 graus de liberdade por nd para discretizar uma laje e conseguir
fazer a analise geométrica e material ndo linear. Este elemento de casca ¢ considerado como
um sistema de varias camadas, no qual cada camada ¢ suposta estar sob um estado biaxial de
tensdes. As tensdes e o estado do material variam independentemente em cada camada para
explicar as variagdes que ocorrem no processo de carregamento. A forca da armadura passiva
¢ tratada como um conjunto de camadas adicionais de comportamento uniaxial caracterizado
por uma espessura equivalente. E utilizado um diagrama bilinear para modelar o
comportamento desta armadura. Para fazer as analises ndo linear, foi utilizado métodos
consagrados na literatura. Por exemplo, para modelar o comportamento a compressdo do

concreto foi utilizado um modelo biaxial de Darwing e Pecknold (1977).
2.2 PROTENSAO

2.2.1 Breve historico do concreto protendido

A ideia de protensdo vem sendo utilizada desde antigamente. No Egito Antigo, os
egipcios introduziam um estado prévio de tensdo nas pecas por meio de processos de
deformacdes térmicas para realizar o encurtamento de laminas de ferro pré-aquecidas para

confeccionar embarcacdes (Gomes, 2009).

Outro exemplo do emprego de protensdo ¢ a confec¢do de barris de madeira. Como pode
ser observado na Figura 2.2, os aros metalicos que possuem certo didmetro sdo forgados, por
um processo mecanico, a ocuparem uma se¢do transversal do barril de diametro superior ao
seu. Assim, os aros sao submetidos a esfor¢os de tracdo e tendem a voltar a sua configuracao
inicial, gerando esfor¢os radiais de compressao que forcam os gomos de madeira a manterem-
se juntos. Através da imposicao prévia de um estado de tensdes € possivel fazer com que as
partes do barril se solidarizem e passem também a suportar a pressao hidrostatica do liquido do

interior do barril (Hanai, 2005).
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Figura 2.2: Barril de madeira sob agdo de protensdo circular do aro metalico (Hanai, 2005)

De acordo com Pfeil (1984), o conceito de protensdo pode ser entendido como: “um
artificio que consiste em introduzir numa estrutura um estado prévio de tensdes capaz de
melhorar sua resisténcia ou seu comportamento, sob diversas condi¢cdes de carga”. A norma
NBR 6118 (2014) define os elementos de concreto protendido como: “Aqueles nos quais parte
das armaduras ¢ previamente alongada por equipamentos especiais de protensdo com a
finalidade de, em condigdes de servigo, impedir ou limitar a fissuracao e os deslocamentos da

estrutura e propiciar o melhor aproveitamento de agos de alta resisténcia no estado limite ultimo

(ELUY”.

Segundo Verissimo e César (1998), o concreto protendido foi aplicado pela primeira
vez pelo engenheiro norte americano P. Jackson, em 1886, que utilizou o conceito de protensao
em uma peca de concreto, ao pré-tracionar sua armadura. Ele desenvolveu e patenteou um

método que utilizava um tirante de unido para construir vigas e arcos com blocos individuais.

No final do século XIX, existiram varias tentativas para elaborar métodos de protensdo,
contudo, sem sucesso. Tais insucessos ocorreram devido aos fenomenos de fluéncia e retragao

do concreto que ainda eram desconhecidos e causavam a perda da protensao (Agostini, 1983).

Ainda segundo Verissimo e César (1998), por volta de 1912, Koenen e Morsch

perceberam que a retracdo e fluéncia do concreto eram responsaveis pela perda de protensao

em diversos casos ensaiados.

Em 1928, foi publicado o primeiro trabalho consistente sobre protensao pelo engenheiro
francés Engeéne Freyssinet. Ele foi o responsavel por introduzir ago de alta resisténcia para
executar a protensao, e, por isso, ele é conhecido como “o pai’ do concreto protendido. Além
disso, ele desenvolveu um estudo sobre os fendmenos da fluéncia e da retracdo no concreto,

alcangando bons resultados acerca do comportamento do concreto protendido, fundamentando,
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deste modo, o uso dos materiais de alta resisténcia para a manutengao da protensdo ao longo do

tempo (Mello, 2005).

A partir dai o desenvolvimento desse material evoluiu no mundo todo rapidamente. De
acordo com Belletti e Gasperi (2010), o uso de estruturas protendidas vinha crescendo ao longo
dos anos, especialmente nos EUA, Russia e Alemanha, o que demonstra que a protensdo pode
representar tanto uma fun¢do estrutural importante, quanto uma vantagem econdmica ao ser

comparada com estruturas tradicionais (ndo protendidas).

A primeira obra realizada com utilizagdo de concreto protendido foi projetada por
Freyssinet, em 1941. Uma ponte rodoviaria com um vao de 55 metros (Figura 2.3) sobre o rio

Marne em Lucancy, no norte da Franga, que foi finalizada em 1945 (Gomes, 2009).

Figura 2.3: Ponte em Lucancy (http://efreyssinet-association.com, visitado em 08/09/2018)

Segundo Barbosa (2008), nos Estados Unidos o concreto protendido destacou-se na
construcao de estruturas com protensao circular, como em reservatorios cilindricos. No Brasil,
a primeira obra que utilizou o concreto protendido foi a Ponte do Galedo, em 1948, no Rio de
Janeiro, ligando a Ilha do Governador até a Ilha do Fundao, com 380 metros de comprimento.
Para esta construcdo, os equipamentos, materiais e sistemas de protensdo foram importados da
Franca (Cauduro, 1997). Em 1952 foi iniciada, no Brasil, a fabrica¢do do aco de protensao pela

Companhia Siderurgica Belgo-Mineira (Bastos, 2014).
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Nos dias atuais, ha dois sistemas, baseados no momento em que ocorre a aplicagao da
forca de protensdo: o sistema com pré-tracao, onde a tensao aplicada nos cabos ¢ feita antes da
concretagem do elemento estrutural, e o sistema com pos-tragcdo, onde a forca de protensao €
aplicada apos o concreto ter atingido uma resisténcia minima que deve ser especificada pelo

projeto.

Segundo a NBR 6118 (2014) os sistemas de protensdo sdo classificados como: (i)
protensdo com aderéncia inicial; (ii) protensdo com aderéncia posterior e (iii) protensdo sem
aderéncia. O primeiro sistema ¢ muito usado para a fabricacdo de pecas pré-moldadas de
concreto, ocorre quando a armadura ativa € pré-tracionada e o seu pré-alongamento ¢ feito por

meio de apoios independentes do elemento estrutural.

A protensdao com aderéncia ¢ aplicada em diversos campos da constru¢do civil, como
em obras de pontes, grandes reservatérios de agua, e coberturas de grandes vaos. Para a
produgdo de pegas por esse sistema, durante a montagem das féormas e armaduras, sdo instaladas
também bainhas metalicas pelas quais os cabos de protensao irdo passar. ApOs a concretagem
e o concreto atingir certa resisténcia, os cabos de protensdo que passam pela bainha sdo
tracionados por meio de macacos hidraulicos. Entdo, ¢ efetuada a ancoragem dos mesmos,
utilizando-se dispositivos especiais. Para garantir a aderéncia entre os cabos, a bainha e todo o
elemento estrutural de concreto ¢ efetuada a injecao de nata de cimento no interior das bainhas

de modo a preenché-las completamente (Figura 2.4).

Entrada do grout Purgador Entrada do grout

Ancoragem ativa Ancoragem passiva

Figura 2.4: Representacdo esquematica de um cabo de cordoalhas aderentes em corte longitudinal
(http://vswmcivil.blogspot.com/2018/03/blog-post_13.html - modificado, visitado 25/08/2018)

No sistema ndo aderente, as cordoalhas sdo envoltas por uma camada de graxa e bainhas
de polietileno de alta densidade (Figura 2.5). A ligacdo entre as cordoalhas e o elemento
estrutural ocorre apenas nas ancoragens. Esta protensdo ¢ feita com equipamentos leves,
portateis, de facil manipulacdo e com operagdo rapida. Os cabos engraxados sdo leves e

flexiveis, permitindo a colocacdo dos mesmos de forma simples e precisa mesmo com a

14



existéncia de curvas em sua disposi¢do. A cordoalha ¢ envolvida por uma graxa que permite o
seu livre deslocamento, reduz perdas iniciais da for¢a de protensdo e protege quimicamente a
armadura. Esse tipo de protensdo ¢ muito usado em edificagdes residenciais, comerciais, em
fundacdes e em pisos industriais, onde as cordoalhas podem ser desviadas para a passagem de

instalagdes, sendo permitidas grandes curvaturas dos cabos também no plano horizontal.

- S T e T

Figura 2.5: Montagem das cordoalhas engraxadas e plastificadas em laje nervurada de edificio comercial
(Fonte: proprio autor)
Por fim, segundo Verissimo e César (1997), ha varias vantagens em utilizar a protensao

em estruturas de concreto, como por exemplo:

e Permite projetar se¢des mais esbeltas que no concreto armado convencional,
sobretudo se o comportamento em servigo ¢ um fator predominante, pois toda a se¢do de
concreto pode trabalhar a compressao;

e Permite controlar a deformagdo eldstica e limitd-la a valores menores que os que

seriam obtidos para estruturas similares em aco ou concreto armado;

e Uma vez que diminui, ou até anula, as tensdes de tragdo, principais responsaveis pela

fissuracgao, proporciona melhores condi¢des de durabilidade;

e A operagdo de protensdo funciona como uma verdadeira prova de carga, pois as
tensdes introduzidas nessa fase sdo muito maiores que as correspondentes a situagcdo da pega

em Servigo.
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Por outro lado, algumas desvantagens podem ser relacionadas com o uso do concreto

protendido:
e Exige melhor controle de execug@o do concreto de maior resisténcia;
¢ Exige cuidados especiais de protecdo contra corrosao dos acos de alta resisténcia;

e A colocagdo dos cabos de protensdo deve ter alta precisdo para garantir as posicoes

admitidas nos calculos;

e Necessidade de equipamento e pessoal especializados, para controle de alongamentos

dos cabos e dos esforcos aplicados.

2.2.2 Lajes planas protendidas

As lajes lisas sdo lajes macigas apoiadas diretamente nos pilares, utilizando ou ndo o
engrossamento na regido de contato entre os pilares e a laje, quando é chamada de laje
cogumelo. Apesar de poderem ser projetadas sem protensdo elas geralmente utilizam esse
recurso para poder vencer maiores vaos. A falha desse tipo de laje se da pelo cisalhamento
proximo a ligagdo laje-pilar (efeito de pun¢do). Ao utilizar vigas-faixa protendidas ou
engrossamento da laje, a resisténcia a puncao pode ser melhorada. Segundo Emerick (2005), ao
usar lajes planas protendidas o vao entre pilares pode variar entre 6 a 8 metros sem grandes
problemas estruturais. Com a ndo utilizagao de vigas, os pilares ndo tém necessidade de estarem
alinhados, nem de ficarem na parte externa do edificio, dando uma maior flexibilidade no
langamento, com vantagens na obtencdo de varandas e fachadas mais simples para serem

acabadas.

2.2.2.1 Distribuigdo dos cabos em planta

Numa laje lisa ou cogumelo, os esforcos estdo concentrados na regido das faixas dos
apoios, desta maneira ¢ recomendavel que haja uma maior concentracao de cabos nessas regioes
(Figura 2.6). Segundo Emerick (2005), proximos aos apoios deve ter uma concentragao de 65%

a 75% dos cabos, enquanto que na faixa central essa concentragdo ¢ de 35% a 25% dos cabos.

Ao usar os cabos concentrados em certa regido, como mostrado na Figura 2.6, ao invés
de uma distribui¢cdo uniforme, obtém-se algumas vantagens, como: Maior aproximagao com a
distribuicdo de momentos na laje; Aumento da rigidez da pecga a puncdo; Aumento da rigidez

na ligacdo laje-pilar. J& a distribui¢do dos cabos igualmente nas duas direcdes simplifica
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bastante a andlise, pois em lajes simétricas o processamento pode ser feito numa Unica diregao

(Figura 2.7).
= % =

Faixa central

Faixa dos pilares ; . E
h
—

Faixa central

S H F=

Figura 2.6: Distribui¢do dos cabos de protensdo em uma laje plana (Emerick, 2005)

e T -
IGUALMENTE 1 ]

DISTRIBUIDOS

:# F:

Figura 2.7: Distribui¢do de cabos uniforme (Milani, 2006)

2.2.2.2 Tracado vertical dos cabos

O tragado vertical dos cabos geralmente ¢ parabolico, principalmente quando uma carga
externa distribuida ¢ equilibrada. De acordo com Emerick (2005), levando em consideracao
aspectos econdmicos e de execucao, ¢ recorrente para lajes fazer com que os cabos possuam a
maxima excentricidade, tanto na parte superior quanto na parte inferior da estrutura, desde que
se atenda as condig¢des impostas pela NBR 6118 (2014) de cobrimento minimo. E ideal que a
geometria dos cabos varie de acordo com os esforgos externos, fazendo com que o perfil dos
cabos acompanhe o diagrama de momentos fletores produzidos por este carregamento. A
variacdo da curvatura ocorre no ponto de inflexao (Figura 2.8), que ¢ uma parte do vao (al),

podendo o valor de a variar de 5% a 15%.
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Cobrimento Ponto de inflexdo do cabo

|""{— Trecho reto Trecho reto —}-—-|

Figura 2.8: Tragado vertical do cabo em uma viga continua esquematica (Emerick, 2005)

2.2.2.3 Perdas de protensao

As perdas de protensdo sdo as perdas verificadas nos esfor¢os aplicados aos cabos de
protensdo. Elas sdo classificadas em perdas imediatas e perdas ao longo do tempo. As perdas
imediatas ocorrem durante a operacdo de protensdo e ancoragem dos cabos e dividem-se em

perdas por atrito, perdas por cravagao, e perdas por deformagao elastica.

Em geral, os cabos de protensao utilizados nas estruturas de concreto protendido tém
em seu perfil longitudinal e em alguns casos, em seu perfil transversal, trajetorias curvas.
Quando de seu estiramento durante a protensdo, eles atritam contra a parede das bainhas

metalicas em que estdo inseridos provocando perdas na tensdo inicial de protensao (Pfeil, 1980).

De acordo com a ABNT NBR 6118 (2014), as perdas por atrito nos elementos
estruturais com pos-tragao podem ser determinadas pela Equagdo 2.1, em que: Py(x) é a tensdo
atuante no cabo a uma distancia x; P; € a tensdo inicial aplicada na extremidade do cabo; p ¢ o
coeficiente de atrito aparente (devido as variagdes angulares do cabo); k£ € o coeficiente de
perdas por metro provocadas por curvas ndo intencionais do cabo, a ¢ o somatorio dos angulos
de inflexao do cabo. Para cordoalhas engraxadas temos, segundo fabricante (Cia. Siderargica

Belgo Mineira): 4 = 0,07 / rad e k= 0,0035 rad/ m.
Ry(x)= P X @.1)

As perdas por cravacdo da ancoragem ocorrem devido ao movimento de acomodacao
das cunhas quando da transferéncia do esfor¢o do macaco para as placas de ancoragem. O valor

da perda por cravagao ¢ fornecido pelo fabricante das ancoragens.
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As perdas por deformacdo elastica do concreto ocorrem a medida que os cabos vao
sendo protendidos e provocando encurtamentos elasticos na laje, causando perdas de tensdo nos

cabos ja protendidos.

As perdas ao longo do tempo sao perdas provocadas pelo encurtamento do concreto com
o tempo e por quedas de tensdo nos agos de alta resisténcia sob tensdo elevada. Essas perdas
sdo divididas em perdas por fluéncia e retragdo do concreto e relaxacdo do ago, as quais sdo

definidas como apresentado a seguir:

(1) Perdas por fluéncia do concreto: o fendmeno da fluéncia corresponde ao crescimento
assintotico ao longo do tempo, das deformagdes de um bloco de concreto comprimido sob
tensao uniforme constante. De acordo com Riisch (1981), a fluéncia do concreto deve ser
atribuida a migragdo de dgua causada pela carga externa para as camadas de agua absorvida da
estrutura de gel, bem como o efeito das tensdes capilares, ou seja, ao se aplicar a carga no

concreto, existe uma distribui¢do da mesma pelo esqueleto do so6lido e pela 4gua dos poros;

(i1) Perdas por retracdo do concreto: trata-se aqui da chamada retra¢do hidréulica,
essencialmente ligada a perda de agua, que ocorre principalmente nos primeiros anos de vida
da obra. Segundo Kalintzis (2000) esta deformacgdo estd associada a perda de umidade para o
meio ambiente o que a torna uma das principais causas de fissura¢do e faz com que assuma

papel importante, pois sua ocorréncia pode afetar a durabilidade do concreto;

(ii1) Perdas por relaxagdo do ago: o fendmeno de relaxagdo corresponde a reducdo
assintotica, ao longo do tempo, das tensdes em um cabo de ago ao qual foi imposto um
alongamento uniforme e permanente. O fenomeno de relaxacdo do ago de protensdo ¢ a perda
de tensdo da armadura ativa quando a mesma esta submetida a elevadas tensdes e, ancorada
com comprimento constante (Pfeil, 1980). Segundo Cholfe e Bonilha (2013), os fatores mais
importantes que influenciam no valor da relaxacdo do ago sdo suas caracteristicas metalurgicas,

a tensdo a qual ele esta submetido e a temperatura ambiente.

Para a avaliagdo das perdas diferidas nos cabos deve-se considerar os efeitos da fluéncia
e da retracdo na peca como um todo, obtendo-se os deslocamentos sofridos pelos pontos das

ancoragens.
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3 PERDAS DE PROTENSAO

Neste capitulo sdo tratadas as perdas de protensdo que ocorrem em estruturas de
concreto protendido e como elas foram avaliadas na formulacdo desenvolvida neste trabalho.

Primeiramente, estdo descritas as perdas imediatas e, em seguida, as perdas ao longo do tempo.
3.1 PERDAS IMEDIATAS

Como o proprio nome diz, sdo as perdas que ocorrem no momento de aplicagdo das forgas
de protensdo. Essas perdas dividem-se em perdas por atrito, encurtamento eldstico do concreto
e acomodacdo da ancoragem no concreto.

3.1.1 Perdas por atrito

Sob o ponto de vista construtivo, a protensdo do cabo pode ser feita antes da
concretagem e cura do concreto (pecas pré-tracionadas) e apds a concretagem e cura do

concreto (pegas pos-tracionadas).

As pegas pré-tracionadas sdo construidas, geralmente, utilizando cabos retos, por
processos industrializados. Como o estiramento do cabo ¢ feito de modo livre, ndo hd nenhuma

perda da for¢a de protensao durante a protensao do cabo.

Nas estruturas protendidas pos-tracionadas, a armadura de protensdo ¢ disposta em
bainhas que sdo instaladas nas férmas da pega, antes da concretagem, por meio de espagadores

horizontais e verticais, que determinardo a posicao do cabo.

Durante a execug¢do da protensdo, os cabos deslocam-se relativamente a bainha
enquanto estdo sendo esticados e, por consequéncia, ficam em contato com a superficie da
bainha. Deste modo surgem resisténcias ao deslocamento longitudinal do cabo, de modo que o

esforco aplicado na extremidade sofra uma redug¢ao em cada ponto.

A perda da forca de protensdo de um ponto da cordoalha para outro ponto pode ser

determinado a partir do equilibrio de um segmento de cordoalha.
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Figura 3.1: Esquema de forgas de atrito sob cabo curvo infinitesimal

A equacio de equilibrio de forcas para o segmento da Figura 3.1 pode ser expressa pela

equacao diferencial:

i{—fziy;(P(s) 3.1

Na equacao 3.1, u ¢ o coeficiente de atrito, y € a curvatura do segmento de cordoalha, e
P ¢ a forga de protensdo na cordoalha. O sinal do segundo membro depende do sentido do
movimento relativo entre a cordoalha e a bainha. A solugdo para essa equagdo diferencial
relaciona a for¢a de protensdo entre dois pontos 4 e B da cordoalha, como apresentado na

equacao 3.2.
P(B) = P(A)exp (iyj.j ;(ds) (3.2)

A curvatura de um determinado ponto da cordoalha ¢ determinada de acordo com a
equacdo 3.3, onde y ¢ a equagdo que define o perfil longitudinal do cabo. Neste trabalho admite-
se a possibilidade de uma curva analitica senoidal para y, ou aproximacdes por trechos

parabolicos a partir de trés nés que definem o perfil longitudinal do cabo.

n

r=—r— (3.3)
(1+y'2)E

Para o perfil longitudinal do cabo de protensdao dado por uma fun¢do senoidal, sdo

fornecidos como dados de entrada os coeficientes a e b da fung¢ao dada na equacio 3.4.

y=asin(bx) (3.4)

21



No caso de um cabo com perfil longitudinal qualquer, faz-se uma aproximagao por uma
sequéncia de parabolas a partir das coordenadas, fora do plano da laje ou do eixo da viga, dos
nos dos elementos de interface que representam a posicdo do cabo de protensdo. Para se
determinar a curvatura do ponto médio do elemento i do cabo de protensdo, mostrado na Figura
3.2, utilizam-se os nos i, i+1 e i+2. Em posse das coordenadas destes trés nds, um sistema linear
¢ resolvido para encontrar os coeficientes de uma fun¢do do segundo grau que passa por estes
trés nds. Ao se calcular a equagdo da curvatura para o ultimo elemento do cabo de protensao,

sdo utilizados os dois nos desse ultimo elemento e um n6 do penultimo elemento.

i+3

Figura 3.2: Elementos a serem utilizados na interpolacao

Entdo, a forca de protensdo em um determinado ponto do cabo de protensao ¢ calculada
descontando-se, da forga inicialmente aplicada no cabo, a perda de atrito que ocorre entre a

ancoragem e este ponto.

3.1.2 Perdas por acomodacio da ancoragem

Nas pecas pré-tracionadas, o esforco de protensdo ¢ transmitido diretamente ao
concreto, ndo havendo perdas por atrito nem por acomodagdo da ancoragem. Nas pegas poOs-
tracionadas, ao final da etapa de protensao, o esforco aplicado pelo macaco hidraulico precisa
ser transferido para o cabo de protensdo e ancorado. Essa transferéncia acontece normalmente
através de um dispositivo formado por cunhas de aco, que fazem a ancoragem do cabo em

placas projetadas para essa finalidade.

Nesse processo de encunhamento, ocorre uma acomodagdo dos cabos nas cunhas,
quando da penetrac¢ao das cunhas nos furos, com reducao do alongamento do cabo de protensao
da ordem de 6 a 12 mm. Isto implica numa redug¢ado da forca de protensao do cabo, constituindo

o que se chama de perda de protensdo por acomodacao da ancoragem.
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Se ndo existisse o atrito entre o cabo e a bainha, essa reducdo do alongamento e,
consequentemente, do esfor¢o de protensao seriam diluidos ao longo de todo o cabo. Entretanto,
devido ao atrito que ocorre no sentido inverso aquele da protensdo, esse esforco ¢ dissipado

apenas num trecho proximo a ancoragem.

Dessa forma o esforco de protensdo junto a ancoragem, bem como o comprimento no
qual ocorre a perda de protensdo por acomodagdo da ancoragem precisam ser determinados.
Existem, na bibliografia, algumas formas de determinar essas variaveis. Do ponto de vista de
implementag¢do computacional, uma abordagem simples pode ser dada através da analogia do
problema de célculo da area do diagrama da perda da forga de atrito, P(s), pelo comprimento da

cordoalha, s, como mostrado na Figura 3.3.

Antes da perda
por acomodacéo

da ancoragem

Apo0s perda por
acomodacdo da ,
ancoragem A ‘

Figura 3.3: Variagdo da for¢a na armadura ap6s perdas de protensdo por atrito e acomodacgdo da ancoragem

5:_‘: Ag(s)ds (3.5)
P

£(s)= A(;) (3.6)

AES = j(P1 (s)—P,(s))ds (3.7)

Nas Equagdes 3.5 a 3.7: 6 ¢ a distancia da penetragdo da cunha na ancoragem, 4s ¢ a

area da cordoalha de aco, &) ¢ a deformacdo especifica, Es ¢ o modulo de elasticidade do ago

e I(R (s)-P, (S))dS ¢ igual & area hachurada mostrada na Figura 3.3.
0
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A solugdo do problema consiste em encontrar 0 comprimento s necessario para que a
area hachurada seja igual ao primeiro membro da equacdo 3.7. Para isto, esta equagdo ¢
resolvida percorrendo todos os nos de uma cordoalha até que a igualdade seja verdadeira. Para
resolver este problema, ¢ arbitrado o comprimento inicial s como a distancia entre o ponto de
ancoragem e o segundo n6 do primeiro elemento de barra. Entdo, a integral ¢ resolvida e
comparada com o primeiro termo da equacdo 3.7. Caso o valor da integral seja menor, 0 novo
comprimento s € a distancia da ancoragem até o segundo n6 do préximo elemento do cabo de
protensdo. Esse processo ¢ repetido até que: (i) o valor da integral seja maior ou igual ao
primeiro termo da equagdo 3.7; ou (ii) todo o cabo seja percorrido sem obter uma posi¢ao s em

que o valor da integral seja maior ou igual ao primeiro termo da equagao 3.7.

Para o caso (i) discutido no paragrafo anterior, apds encontrar o valor de s na iteragao i,
¢ feita mais uma iteracdo sendo o comprimento s a média dos comprimentos da iteracao i-1 e i.
Caso o valor da integral neste caso seja maior que o primeiro termo da equagdo, considera-se
que a perda por cravagdo ird até o comprimento s da iteragdo i-1. Caso contrario, o comprimento
s sera o da iteragdo i. Apds encontrado o comprimento s, ¢ calculada a nova forga de protensao
considerando a perda por cravagao para cada elemento dentro desse comprimento. A Figura 3.4
ilustra como ¢ feito o processo para encontrar este comprimento s € a equagao 3.8 ¢ usada para

calcular essa nova forga de protensdo no elemento dentro da regido de perda por cravagao.

=]

PaN
A

Figura 3.4: Calculo da forga de protensdo apds perdas

P(s,")=P(s,)-2[P(s,)-P(s)] (3.8)
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Para o caso (ii) discutido anteriormente, ¢ calculada a area hachurada, 41, da Figura 3.5
dada abaixo. Observa-se a partir dessa figura que a perda por cravacdo ¢ significativa
comparada com a perda por atrito, e por isso ela se estende ao longo de todo o cabo de protensao.

Ou seja, todos os elementos do cabo terdo suas forgas de protensdo influenciadas pela perda por

cravacao.
P
Fas
A
P(s)
P, |
AI
s bs
Figura 3.5: Caso particular de célculo de forga de protensdo apds perdas
A4 =2(jop(s)ds—P(s)s) (3.9)
p-LAo-4 (3.10)

N

Para o caso (i), a equacdo 3.11 ¢ utilizada para calcular a forca de protensdo em todos
os elementos do cabo de protensdo. Onde Pr € obtido conforme equacdo 3.10 e 41 de acordo

com a equacao 3.9.
P(s,")=P(s,)-2(P(s,)-P(s))- P, (3.11)

3.2 PERDAS DIFERIDAS DO CONCRETO

Nesta subsecdo serdo estudadas as propriedades reologicas de fluéncia e retragdo do
concreto que, sdo de suma importancia para a afericdo das tensdes em servigo atuantes nas

estruturas protendidas. Para se chegar as suas formulacdes finais, serdo introduzidos conceitos
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normativos de algumas variaveis que influenciam seus resultados. Tais formula¢des sao validas

para concretos estruturais que atendem aos requisitos da norma brasileira NBR 8953 (2015).

3.2.1 Idade ficticia do concreto

Chama-se de idade ficticia do concreto, uma correlagdo matematica que visa ajustar as
propriedades reologicas do concreto para os casos em que seu endurecimento ocorre em
temperaturas diferentes de 20°C e, tem influéncia nos efeitos das deformagdes causadas por
retracdo e fluéncia do concreto. Tal formulacdo ndo se aplica, porém, a concretos submetidos a
cura a vapor. De acordo com Pereira (1987), devido ao fato de ocorrer variagdo de temperatura
durante a execucao da obra ¢ recomendado um calculo levando em conta 20°C de variagao
sempre a favor da seguranca. Define-se entdo que a idade corrigida do concreto, segundo a

NBR 6118 (2014) é:

T,+10
t=ay, S0 A (3.12)

Em que ¢ ¢ a idade ficticia do concreto, em dias; a € o coeficiente dependente da velocidade de
endurecimento do cimento; 7; ¢ a temperatura média didria do ambiente, em graus Celsius; e
Atefi € 0 periodo, em dias, durante o qual a temperatura média diaria do ambiente 7; pode ser

admitida constante.

3.2.2 Espessura ficticia da peca

Chama-se de espessura ficticia da peca, a espessura de uma parede, com as duas faces
em contato com a atmosfera, que sofre 0 mesmo efeito das deformagdes por retracao e fluéncia
do concreto que a peca estudada, multiplicada por um coeficiente que reflete a influéncia da
umidade relativa do ar sobre os citados efeitos (Pfeil,1983). Sua formulacdo matematica ¢

proposta pela norma brasileira NBR 6118 (2014) como sendo:

24,
u

ar

hee =y

(3.13)

Em que /s € a espessura ficticia da peca de concreto; y € o coeficiente dependente da umidade
relativa do ar, dado pela equagdo 3.14; U ¢ umidade relativa do ar, em porcentagem; € uar € 0

perimetro externo da segdo transversal da pe¢a em contato com o ar.
¥y =1+exp(-7,8+0,1U) (3.14)
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3.2.3 Hipoteses basicas para analise da fluéncia

Para o céalculo das deformagdes por fluéncia no concreto, quando das tensdes em

servico, admitem-se as seguintes hipdteses conforme a norma brasileira NBR 6118 (2014):
a) A deformagao por fluéncia do concreto, €, varia linearmente com a tensao aplicada;

b) Para acréscimos de tensdo aplicados em instantes distintos, os respectivos efeitos de fluéncia

se superpoem;

¢) A deformacao rapida produz deformacdes constantes ao longo do tempo; os valores de
coeficiente, 4, sdo fun¢do da relagdo entre a resisténcia do concreto no momento da aplicagao

da carga e a sua resisténcia final;

d) O coeficiente de deformagdo lenta reversivel, ¢4, depende apenas da duragcdo do
carregamento; o seu valor final e o seu desenvolvimento ao longo do tempo sdo independentes

da idade do concreto no momento da aplicagdo da carga;

e) O coeficiente de deformacao lenta irreversivel, ¢, depende da umidade relativa do ambiente,
consisténcia do concreto no langamento, espessura ficticia da peca, idade ficticia do concreto

no instante ¢y da aplicagdo da carga e da idade ficticia do concreto no instante considerado .

f) Para o mesmo concreto, as curvas de deformacao lenta irreversivel, em fun¢do do tempo,
correspondentes as diferentes idades do concreto no momento do carregamento, sdo obtidas,

umas em relagdo as outras, por deslocamento paralelo ao eixo das deformagoes.

3.2.4 Valor da deformacéo por fluéncia do concreto

A deformacao devido a fluéncia do concreto ¢ proporcional a deformagdo imediata
devido aos carregamentos permanentes como apresentada na equacdo 3.15 (NBR 6118, 2014).
Para associar essa proporcionalidade as varidveis de umidade relativa do ar, fator 4gua-cimento
na mistura do concreto, entre outras, sdo utilizadas as equagdes 3.16 a 3.27 no calculo desse

fator de proporcionalidade.

gcc(t,zo)zg—fgo(t,zo) (3.15)

c28

E.,, =5600,/f, (3.16)
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(o(t,to):goa+(ofw ﬂf(t)—ﬁf(to)}tgodwﬂd (3.17)

£(5) |

¢, =0,8 l_ﬁ(tw)_ (3.18)
Pro = PcPac (3.19)
@.=4,45-0,035U (3.20)
42+ h fie
Pre = W (3.21)
B, (1)= ;:2—133 (3.22)
B (1) =;Ié% (3.23)
A=42h,’ —350h,* +588h, +113 (3.24)
B=768h,’ —3060h,’ +3234h, —23 (3.25)
C=-200A, +13h,* +1090h, +183 (3.26)
D=757%,,’ -31916h,* +35343h,, +1931 (3.27)

Nas equacgdes 3.15 a 3.27, &cc(t,t0) € a deformagdo devido a fluéncia do concreto; oc € a
tensdo atuante na peca; Ec2s ¢ o modulo de elasticidade tangente inicial do concreto aos 28 dias;
@(t,t0) € o coeficiente de fluéncia; @, € o coeficiente de deformacgdo rapida irreversivel; @go € o
coeficiente de deformacao lenta irreversivel em funcdo da espessura ficticia da peca e umidade
relativa do ar; fxt) ou frto) € o coeficiente de deformacdo lenta irreversivel em funcdo da
espessura ficticia da peca e idade do concreto; ¢ ¢ idade ficticia do concreto no instante
considerado, em dias; # ¢ idade ficticia do concreto ao ser feito o carregamento, em dias; @

¢ o coeficiente de deformacao lenta reversivel, considerado igual a 0,4; f4 é o coeficiente de

deformacdo lenta reversivel em funcdo do tempo (¢ - #0) decorrido apds o carregamento;
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fe(to)/fe(to) € a funcdo do crescimento da resisténcia do concreto com a idade; ¢ic € a parcela
do coeficiente de deformacdo lenta irreversivel que depende da umidade relativa do ar e da
consisténcia do concreto. Equacao valida para abatimentos entre 5 cm ¢ 9 cm. Para valores de
abatimento entre 0 cm e 4 cm, com U < 90%, considerar 25% menor do que o calculado pela
equacdo. Para valores de abatimento entre 10 cm e 15 cm, com U < 90%, considerar 25% maior
do que o calculado pela equagdo; @2c € a parcela do coeficiente de deformagao lenta irreversivel

que depende da espessura ficticia da peca; 4, B, C e D sdo coeficientes da funcao fr.

3.2.5 Hipoteses basicas para analise da retracao

Para o calculo das deformagdes por retragdo no concreto, admitem-se as seguintes
hipdteses presentes da norma brasileira NBR 6118 (2014): a deformacdo por retracdo do
concreto depende somente da umidade relativa do ambiente, da consisténcia do concreto no

instante de seu langamento, da espessura ficticia da peca e da idade ficticia do concreto.

3.2.6 Valor da deformacao por retraciao do concreto

A deformacao devido a retracdo do concreto entre os instantes € #p ¢ uma fracao da
deformacdo maxima por retragdo que poderia ocorrer no concreto como apresentada pela
Equacao 3.28 (NBR 6118, 2014). Para determinar o quio préoxima dessa deformag¢do maxima
¢ a deformagdo no concreto para determinadas condigdes, utilizam-se as equagoes 3.29 a 3.37
para levar em consideragao as varidveis que influenciam nesse fenomeno, como, por exemplo,

umidade relativa do ar, trabalhabilidade do concreto, entre outras.

&, (tty) =0 | B.(1)-B.(1,)] (3.28)

Ees 0 =646 (3.29)

2 3 4
104813=—8,09+£— v _U | U (3.30)
15 2284 133765 7608150
33+2h,,
5, = | (3.31)
© 20,843k,
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Lin) * L) Lo}
100 100 100 (3.32)

A= t Y t Y t
(j +C(j +D(]+E
100 100 100
A=40 (3.33)
B=116h,° —282h,* +220h, —4,8 (3.34)
C=2,5h,’ ~8,8h,, +40,7 (3.35)
D=-75h,’ +585h,* +496h, —6,8 (3.36)
E=-169, " +88h,’ +584h,* —39h, +0,8 (3.37)

Nas equagdes 3.31 a 3.40, &cs(%,t0) € a deformacdo devido a retragdo do concreto; Ecsw €
o valor final da retragdo; s é o coeficiente dependente da umidade relativa do ambiente e da
consisténcia do concreto. Equacao valida para abatimentos entre 5 cm ¢ 9 cm. Para valores de
abatimento entre 0 cm e 4 cm, com U < 90%, considerar 25% menor do que o calculado pela
equacdo. Para valores de abatimento entre 10 cm e 15 cm, com U < 90%, considerar 25% maior
do que o calculado pela equacao; e2s € o coeficiente dependente da espessura ficticia da peca;
Ps(t) ou Ps(to) € o coeficiente relativo a retracdo em funcao da espessura ficticia da peca e idade

do concreto; e A, B, C, D e E sdo os coeficientes da funcdo fs.

3.2.7 Implementacao dentro do Programa Desenvolvido

As deformagdes devido a fluéncia e retracdo tradadas nos itens anteriores foram
inseridas nas implementagdes adicionais realizadas nos elementos para analise ndo linear de

placa e vigas implementados em trabalhos anteriores dentro do FEMOOP.

Para o calculo das deformacgdes sdo utilizadas todas as equacdes descritas nos itens
anteriores. Para isso, o usudrio deve fornecer todos os dados necessarios para a analise dessas
equacdes, os quais sdo: coeficiente dependente da velocidade de endurecimento do cimento;
idade do concreto ao ser feito o carregamento; temperatura média didria do ambiente; o periodo
durante o qual a temperatura média diaria do ambiente ¢ admitida constante; umidade relativa

do ar; e o perimetro e area da peca.
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Apbs o calculo das deformagdes essas sdo atribuidas a todos os elementos de placa e viga
de concreto da estrutura analisada. Essa deformacao entra como uma deformacao inicial que ¢
somada com as deformagdes devido aos carregamentos. Ela também gera um carregamento
adicional no sistema quando esse ¢ hiperestatico, ou seja, ndo permite essas deformagdes

ocorrerem livremente.
3.3 DEFORMACOES NA ARMADURA

Quando a armadura ¢ solicitada de forma que ndo exista impedimento a livre deformacao

do concreto, a deformagdo da armadura corresponde a:

(1) = = x(t.1,) (3.41)

o () | NI . . O ()
¢ a deformagdo imediata, por ocasido do carregamento;
N N

Em que

x2(1,8)) ¢ a
deformagdo por fluéncia, ocorrida no intervalo de tempo (¢, t0) e considerada sempre que

O (to) >0’5fptk .

Quando a livre deformacao por fluéncia ¢ impedida e exista variacao de tensao ao longo
de um intervalo, induzida por acgdes externas ou agentes de diferentes propriedades, a

deformacdo no ago pode ser obtida por:

~ Ao (1,1,)
g ()= L. + . ;((t,to)JrE—S[lJr;((t,tO)] (3.42)

Em que Aoy (t, to) ¢ a variagdo total de tensdo na armadura, no intervalo (z, ).
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os elementos finitos que estao apresentados no presente trabalho foram implementados
computacionalmente por Silva (2010) na plataforma de elementos finitos chamada FEMOOP
desenvolvida por Guimardes (1992). Esse programa foi desenvolvido na linguagem de
programacao C++ utilizando o conceito de programagao orientada a objetos (POO), o que torna
possivel trabalhar com classes, permitindo assim, a criacdo de novos elementos sem o

conhecimento total da estrutura do programa.

E apresentada na Figura 4.1 a discretizagdo de uma laje de concreto protendido em
elementos finitos planos de casca e elementos de interface. Nessa figura a laje tem apoios
simples nas extremidades perpendiculares a dire¢ao dos cabos de protensao e € livre no restante

de seu contorno. Dessa forma, a laje tende a flexionar apenas no plano xz da figura.

Figura 4.1 - Modelo de laje protendida implementada

E detalhada na Figura 4.2 a utilizagdo dos elementos finitos descritos no paragrafo
anterior na simulagcdo numérica de uma laje protendida. Observa-se a partir dessa figura que os
elementos finitos planos de casca sdo utilizados para modelar a laje de concreto. Para modelar
a interface cordoalha-concreto ¢ utilizado um elemento de interface. Como o elemento de
interface tem, além da funcdo de simular um possivel deslizamento entre o cabo de protensao
e a laje de concreto, a funcdo de posicionar o cabo em relagdo ao plano médio da placa de
concreto, existe, portanto, um elemento de interface sempre associado a um elemento de cabo.

Logo, pode-se utilizar o elemento de interface para simular a deformagao axial do elemento de
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cabo, dispensando a utilizagdo de um elemento de treliga para essa fun¢do. A rigidez da
conexao entre os elementos depende do tipo de cordoalha a ser utilizada e, também, do ponto

onde as cordoalhas estdo ancoradas.

Elemento de _
casca para <+
laje de concreto

Elemento de interface <. “-..»  Aresta do elemento de interface
para ligar laje a cordoalha que representa a cordoalha

Figura 4.2 - Representagdo dos elementos utilizados

Nos itens seguintes sdo apresentadas as formulacdes dos elementos utilizados na
simulagdo numérica de lajes e vigas protendidas, os quais sdo: elemento plano de casca,
elemento de barra, e elemento de interface. O elemento plano de casca foi implementado por
Silva (2010) sendo posteriormente utilizado e modificado por Dias (2016) e Silva (2018). O
elemento de barra foi implementado por Silva (2010). Ambos os elementos sofreram pequenas
alteracdes nesse trabalho para permitir a possibilidade de analise do efeito de retragdo e fluéncia
nos elementos de barra e placa de concreto. Ja o elemento de interface é baseado no elemento
de interface de Silva (2010), porém teve sua formulacdo e implementagdo como um novo
elemento no FEMOOP durante o desenvolvimento desse trabalho. Dessa forma, o elemento de
interface ¢ apresentado nesse trabalho de forma mais detalhada do que os elementos planos de

casca e barra.
4.1 ELEMENTO PLANO DE CASCA

O elemento finito plano de casca implementado para a andlise ndo linear de lajes em
concreto armado possui nove nos e cinco graus de liberdade por n6 a nivel local, sendo os graus
de liberdade de translagcdo na direcao z, de rotacdo em torno dos eixos x e y (tipicos dos

elementos de placa) e os graus de liberdade de translagdo nas dire¢des x e y, como mostrado na
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Figura 4.3. Devido a independéncia entre os graus de liberdade de deslocamentos transversais
com os de rotagao a formulacao descrita nesse item considera a deformacao por cortante, sendo,
portanto, aplicavel a placas espessas. No caso de placas delgadas deve-se ter atengdo em erros
numéricos na andlise de placa com efeito de cortante muito pequeno, efeito esse descrito na
literatura por travamento por cisalhamento. Para evitar isso, pode-se refinar a malha de andlise

e utilizar uma integracao reduzida na analise da parcela referente a deformagao por cortante.

Assim como no trabalho de Huang, Burgess e Plank (2003a), a ndo linearidade fisica ¢
considerada dividindo a secdo em vdrias camadas e considerando para cada uma dessas as

caracteristicas descritas a seguir:

e Os elementos sdo compostos por camadas de ago ou de concreto. O deslizamento entre
as camadas ¢ impedido.

e C(Cada camada pode possuir propriedades mecanicas diferentes e relagcdes tensdo-
deformacgdo independentes.

e Asbarras de reforgo sdo consideradas como uma camada equivalente de ago com rigidez
apenas na dire¢do da barra. A camada de ago deve ter a mesma area que a area total das
barras de refor¢o. A conexdo entre as camadas de aco e de concreto é considerada
perfeita.

e As camadas de concreto estdo em estado plano de tensdes € o concreto ¢ considerado

ortotropico apods a fissuracao.

[}

fx

Figura 4.3 - Elemento plano de casca de nove nos dividido em camadas (Dias, 2016)

De acordo com as hipoteses cinematicas da teoria de placas de Reissner-Mindlin se¢des
inicialmente planas e ortogonais na configuracdo indeformada, permanecem planas apos

deformacdes, porém nao mais ortogonais. As equagdes dos deslocamentos para o elemento sao:
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u(x,y,z)=u0(x,y)+29y(x,y), 4.1)
W2,y )=V (x.)—20,(x)), ¢ (4.2)

wx.y,d=w'(x,)). (43)

0 .0 o A
Emque: 4, Vv e \/\9 representam as transla¢des do plano de referéncia do elemento plano de
casca nas direcdes x, y € z; (9x e t9y sdo as rotagoes das se¢des em relagdo aos eixos Xe V; e

¢ a posicao da fibra em relagdo a superficie média ao longo da espessura do elemento plano de
casca onde se deseja avaliar os deslocamentos. Para facilitar a notacdo, o sobrescrito zero sera
omitido nas equagdes seguintes.

Aplicando as Equagdes 4.1 a 4.3 a relacdo deformagao-deslocamento de Green-

Lagrange (&; =5 (u, , +u;, +u,u, ;) ¢ desprezando a variagdo de ,, com -, obtém-se as

equagdes das deformagdes dadas pelas Equagdes 4.4 a 4.8. As equagdes referentes & deformagao

linear especificas foram somadas as deformagdes iniciais referentes a deformagao por retracao

e fluéncia (6‘0) do concreto.

e, =u +20, +L1(w, ) +é, (4.4)
e =v,—z20, ++(w, ) +e, (4.5)
£, :%(u,y +20,,+v, —20, +w, w,y) (4.6)
e. =10, +w,) (4.7)
g, =46, +w,) (4.8)

Uma nio linearidade fisica ¢ observada nas equacdes 4.4 e 4.5. Outra nao linearidade
do problema ¢ definida pelas curvas tensdo-deformagdao do concreto sob esforcos de
compressao e tragdo. Para o concreto sob compressao ¢ utilizada a curva definida pelo Comité
Europeu de Concreto (CEB, 2010), mostrada na Figura 4.4. Essa curva ¢ muito proxima a curva
definida pela NBR 6118 (2014), diferenciando na parte apos o inicio do esmagamento do
concreto, onde no modelo do CEB ¢ considerado um amolecimento do concreto, enquanto que
no modelo da NBR 6118 a tensdo se mantém constante para um aumento de deformagdo até

perda total da capacidade resistente do material.
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Figura 4.4 - Curva tensdo-deformagdo para o concreto comprimido (CEB/FIP, 2010)
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Figura 4.5 - Curva tensdo-deformacgdo para o concreto tracionado

Para o concreto na tragdo adotou-se a curva tensdo-deformagao da Figura 4.5 sugerida
por Rots, Kusters, Blaauwendraad (1984) e usada também por Huang, Burgess e Plank (2003b)

na avaliag¢do de seus exemplos. Neste trabalho foi adotado e« = 10e: € para a resisténcia a tracao
do concreto foi usada a relagdo fr = 0,3321 \/Z fornecida pela American Society of Civil

Engineers - ASCE (1982), onde f. ¢ a resisténcia a compressao do concreto em MPa.

Para a analise ndo linear fisica e geométrica ¢ utilizado nesse trabalho um método
incremental com controle de deslocamento. Para evitar ter que dar passos muito pequenos que
podem levar a erros devidos a truncamentos e arredondamentos durante o processo, ¢ utilizada
uma matriz de rigidez média a cada passo. Ou seja, com a matriz de rigidez do inicio do passo
calculam-se os deslocamentos para o proximo passo, com esses determina-se a matriz de rigidez
do passo seguinte, definindo a matriz de rigidez média como sendo a média entre essas duas
matrizes. Com a matriz de rigidez média obtém-se os novos deslocamentos para o passo

analisado. Devido a esse método incremental, ¢ considerado a cada passo material linear com
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moédulo de elasticidade dado pela tangente a curva tensdo-deformagdo. Dessa forma a relagao
tensdo-deformagdo pode ser obtida usando a lei de Hooke para o problema analisado. A seguir
¢ discutida a matriz constitutiva da lei de Hooke para as situacdes do concreto apos fissuragao
e esmagamento e dentro desses dois limites.

O concreto apresenta comportamento ortotropico apds a fissuragao ou esmagamento, ou
seja, apresenta caracteristicas diferentes para cada dire¢do principal. Considerando as camadas
em estado plano de tensdes, as diregdes principais sdo calculadas, sendo indicadas nesse
trabalho pelos subscritos 1 e 2, em que a direcdo 1 ¢ a de maior deformagao principal. Se as
deformacgdes principais (g1 e €2) estiverem dentro da regido de falha, o concreto ¢ considerado
ortotrépico com a relagdo tensdo-deformagao desacoplada para as dire¢des principais, dessa

forma a matriz constitutiva do material ¢ dada por:

E 0 0 0 0
E, 0 0 0
D, = 3G +G,) 0 0 (4.9)
G, 0
| Sim. G, |

Em que, E1 e E2 sdo dados pelas tangentes a curva tensdo-deformag@o do concreto nos pontos
e=¢,e G, =05E /(1+v) para « = 1,2. A matriz de rigidez na dire¢do dos eixos ortogonais
x e y pode ser obtida a partir de D12 e 0 angulo ¢ de rotagdo dos eixos principais em relagdo a
esses.

i Dll D12 Dl3 O O ]
D22 D23 0 0
D, = D, 0 0 (4.10)
D44 D45

| Sim. Dy |
D, =E, cos' ¢+ E,seni ¢+1 (G +G,)ser’ (2¢), (4.11)
D, =1sert 29)(E, +E, - 4G +G,)), (4.12)
D,, =Lser’ {(E, cos’ p— E,ser’¢—(G, +G,)cos2¢)), (4.13)
D,, =Esen'¢+E,cos' ¢+1 (G, +G,)ser’ (2¢), (4.14)
D,, =Lser’ Y(E,sert p—E, cos’ ¢+(G, +G,)cod29)), (4.15)
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Dy, =Lsert QP)(E + E;)+1(G, +G,)cos' (29), (4.16)

D,, =G cos ¢+G,serf p, (4.17)
D,s=3(G —G,)sen29), (4.18)
D,, =Gsert¢p+G,cos ¢. (4.19)

Para o caso particular de material isotrépico, observado quando as deformagdes
principais estiverem fora da regido de falha do concreto, tem-se E1 =E>=FE, Gi=G2=G e a

matriz Dxy da Equacdo 4.10 reduz a forma dada a seguir.

£ . vE . 0 0 0 |
1-v 1-v

UE2 E2 0 0 0
1-v 1-v

E
0 0 0 0
D, = 2(1+0) (4.20)
0 0 0 £ 0
2(1+v)

0 0 0 0 £

i 2(L+U)J

Aplicando um campo de deformacgdes virtual compativel ao elemento plano de casca

tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais, W, = ” JV o,;0¢,dV . Em que, 6 € 0 operador
variacional, Gj; € o estado tensional real em um ponto qualquer no elemento plano de casca, e

58,7 ¢ o estado de deformagao virtual obtido a partir do campo de deslocamento virtual imposto

ao elemento. Desenvolvendo essa expressao tem-se:

Wy, = [[[(Bu, +w, O, )N, +80, M, + (6, +w,, 6w, )N, =50, M +(Su,+d, +
A

o, G o, G, N, (00, ~ 50, )M, +(56, +8v,)0,. + (6, ~50)0,JdA. (421)

Em que, Ny, Ny, Ny, Oy, O)., M, My e M, sdo os esforgos internos nas faces do
elemento finito de placa. Para detalhes de como obter esses esforgos consultar Dias (2016).

Admitindo que os deslocamentos e rotagdes da equagdo 4.21 tém variagdes quadraticas

ao longo do elemento plano de casca, esses podem ser escritos em termos dos deslocamentos
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nodais (q) e fungdes de forma representadas pelo vetor @ de nove termos. Neste trabalho o
elemento plano de casca tem nove nds e as rotagdes sao interpoladas independentemente das
translagdes, dessa forma sao utilizadas fun¢des de forma dadas por polindmios quadraticos em

xey.
O trabalho virtual externo ¢ dado por W, = & f.;,. Em que fex: é o vetor de forgas

externas nas diregdes dos graus de liberdade do elemento plano de casca. Da condicdo de que

o trabalho virtual interno deve ser igual ao trabalho virtual externo (sw,,, = ow,, ), chega-se a

expressao 4.22 para o vetor de forgas interna do elemento plano de casca. Para a resolucao do
problema ndo linear de equilibrio finr— fex: = 0, € utilizado o método de Newton-Raphson, logo
a matriz de rigidez tangente deve ser obtida. Sendo fexr constante em relagdo aos deslocamentos
nodais, a matriz de rigidez tangente, dada pela equacao 4.23, ¢ obtida derivando o vetor de forga

interna em relagdes aos deslocamentos nodais.

N® +N, D,

N, ® +NO,

f, = j 0.0 +0.® +w, N® +w, N® +N_(w, ® +w, © )dA (4.22)
A

-M @ -M® -0.0

MO +M © +0.@

"\ oq oq
00\ 00.. )
K=[[lo == +0 Z 40 W +D W, [dA (4.23)
Y7 oq Yl oq : i
oM T T 00 T
_(D,x Xy _(I)’y aij _(D( Q)Z]
oq oq oq

oM Y oMY T
O | —| +@ v | @ P
*\ oq Y\ oq oq

Na expressdo 4.23, ¥, € ¥, sdo vetores com 45 termos como mostrado nas expressoes

a seguir:
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T T
ow, ON
Y, = %Nx + N, w, | + IN_ +—Lw, (4.24)
oq oq oq 7 oq 7
ow, ON ! L[ow oN, Y
Y, = =N, +—w,, W, (4.25)
oq oq oq aq

Na expressdo 4.23, a derivada do esfor¢co axial atuante na secdo em relacdo aos
deslocamentos nodais ¢ dada pela equacao 4.26 na qual o somatdrio representa as nx camadas
de armadura de area A transformada em camadas de aco de espessura Sy na diregdo x do

elemento plano de casca.

ON :J'ao'x b+ A, [ 00,(z) 0do.(z,)
h ‘ISM 8q aq

Os, 0
ON., I oo, agx do, 80 Vs Z X (E ~E.) ag %.(z) (4.26)
oq 1 0e, 0q 0z, 0q 0Oy, 04 ) &S, %q

A partir da relagdo constitutiva do material definida anteriormente obtém-se

o,=D ¢, +D128y +D137/xy. Derivando as expressdes aproximadas das deformagdes €.,

€, e J,, emrelagdo aos deslocamentos nodais chega-se a expressdo a seguir para a derivada do

esforgo axial em relagdo aos deslocamentos nodais, sendo, 3 = %(ES - E, )

hi2 2

®, [D,dz+®, [Ddz
-l /2
02 02 ) )
®, [Dyd:+®, [Ddz @,
oN hi2 7h/2h/2 e hi2 nx 0
L=lw, @, [Dydz+w, @, [Dydz+(w, @, +w, @) [Dydz |+ B, w, D,
oq _hj2 —h/2 _h2 i=1 0
hi2 n2
-0, lezzdz—CI)’x .[Dwzdz D, |
/2 /2
hi2 02
D, J.D“Zdz+CDjy J.Dnzdz
L —h/2 ~h/2 J

(4.27)
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De forma analoga a descrita para o esforgo axial, pode-se chegar as expressoes para as
derivadas em relagdo aos deslocamentos nodais dos outros esfor¢os atuantes na se¢do. Para
maiores detalhes sobre a formulacdo numérica desse elemento, consultar a referéncia Dias

(2016).
42 ELEMENTO DE BARRA

Para andlise numérica ndo linear de vigas de concreto protendido ¢ utilizado neste
trabalho o elemento de barra mostrado na Figura 4.6. Esse elemento de barra foi implementado
por Silva (2010) para anélise de pisos mistos e utilizado por Silva (2018) na simulacao de
nervuras de lajes mistas. Neste trabalho ¢ incluida na sua formulacdo a possibilidade de
simulagdo dos efeitos de fluéncia e retragdo do concreto.

A formulacao numérica do elemento de barra é apresentada a seguir de forma resumida,
para maiores detalhes consultar a referéncia Silva (2010). Na Figura 4.6 sdo apresentados os
graus de liberdade do elemento de barra e as tensdes que surgem em um elemento infinitesimal
no volume da barra. Observa-se dessa figura que os graus de liberdade do elemento de barra

sdo os mesmos adotados para o elemento plano de casca.

=)

8, &, g
2 ¥z
Hy ?_ﬂ a : W;I ’ﬁ] o W; ’ﬁ] fd Jx
¢! Ya Y : T X
5?:’1 i 5‘ gﬁ’g i [ EKE
3

a
&

Figura 4.6: Graus de liberdade do elemento de barra e tensdes em um elemento infinitesimal (Silva, 2010)

Considerando as hipoteses cinematicas da teoria de viga de Timoshenko e a
aproximacao de que um esforgo de tor¢ao ndo provoca deslocamentos fora do plano de torgao,
definem-se as equacdes de deslocamento como mostradas nas Equagdes 4.28 a 4.30. Para
analise de vigas protendidas sujeitas a flexdo simples mais carga axial os graus de liberdade de
translacdo em y e torcdo ndo sdo necessarios. No entanto, optou-se por considerd-los na
formulagdo com a intensdo do acoplamento desse elemento com elementos planos de placa em

trabalhos futuros.

u(x, y,2) =u’ (x) +26,(x) (4.28)
W, ,2) =V (x)—z0,(x) (4.29)
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W05 9= ()+10,(0) (4.30)

Aplicando as Equacdes 4.28 a 4.39 a relacdo deformacdo-deslocamento de Green-
1
Lagrange [8,]- =5(u,-, Gt )j e desprezando a variagdo de w com z, obtém-se as

equacdes das deformacdes dadas a seguir. As equacgdes referentes a deformagdo linear

especificas foram somadas as deformagdes iniciais referentes a deformacdo por retracio e
fluéncia (6'0) do concreto. Nessas equacdes e nas seguintes desse item foram omitidos o

sobrescrito 0 que representa a posi¢ao do eixo de referéncia do elemento de barra.

g.o=u, +20, +L1(w, ) +é, (4.31)
e =v, 20, +1(w, ) ey (432)
6=, -20,,) (4.33)
£. =16, +w.) (434)

Assim como no elemento plano de casca do item anterior, € aplicado o principio dos
trabalhos virtuais para a definicdo do vetor de for¢as internas e da matriz de rigidez do elemento

de barra da Figura 4.6. Na equacao 4.35 ¢ apresentado o trabalho virtual interno.
W, = [lo.0e, +7.86. +7,86, )V . (4.35)
vV

As deformacdes e seus variacionais sao obtidos a partir das equagdes dos deslocamentos

4.31 a 4.34. Fazendo isso chega-se a equacdo 4.33 para o trabalho virtual interno, em que
N, = jAadi ., N, =jArxydA, N, =jArxsz, M, = jAaxsz e T, = jA(zxzy—rxyz)dA ,

sdo os esfor¢os internos na sec¢ao transversal do elemento de barra.
Wy, = [[[ o, dA(Su, +w 5w )+ [7,dAdv  + [z .dA(w, +56,)+
L A A A
+[0,2d450,, + [ (z ..y —1,,2)d450, Jdx (4.36)
A A

Aproximando as equagdes dos deslocamentos por fun¢des de formas associadas aos

deslocamentos nodais, chega-se a Equagdo 4.38 para a formulagdo fraca do trabalho virtual
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interno. Nessa equacdo, @ ¢ um vetor que representa as fungdes de forma dadas por

polindmios quadraticos para os deslocamentos axiais, transversais e rotacdes,

q:[ul. v, w, 0, Hyi]T com i variando de 1 até 9 representa os graus de liberdade do

elemento de barra, € 0 é um vetor nulo com nove elementos.

’ ou ow | ov ow, 00,
oW, =&q J.[Nx —+w, —— [+ N, ——+N_ — + 5 +
q

7 oq oq Y oq oq
00, a0,
+ M, ——+T —]dx (4.37)
oq oq

O trabalho virtual externo é obtido por W, =& 'f,., em que fur ¢ 0 vetor de forcas

externas nodais. Da condigdo de I, =W, chega-se a Equagio 4.38 para o vetor de forca

int exi

interna. De forma analoga ao elemento plano de casca dado no item anterior chega-se a matriz

de rigidez tangente dada na Equagdo 4.39.

N ®

X X

N_ ®

Xy X

f = j SN® +N® w, idx (4.38)
L

nt

oq
T T T
0
K=_[ d)’x(ﬁN“j +@ w, 8ij +Nch)’x( W’X] dx (4.39)
L

T T
oM oN,
D ~| +@ >
"\ q oq
As derivadas dos esfor¢os internos em relacao aos deslocamentos nodais que aparecem

na matriz de rigidez tangente sdao dadas por:

43



® [ E d4 ® [ E, zd4 0
A A
0 0 ® [ Gdd
6Nx = W,xq),xJ.ETdA ,aMx = W,xq),xJ.ETZdA 5 any = AO N (440)
oq 4 oq 4 oq
0 0 - @ [Gzd4
® [ E,zd4 ® [ Ez’dA 0
A A
0
®_ [Gzdd 0
,xA Z 0
or, ©_ [Gyd4 ov. | ®.)Gdd
L. + CON. _ ! (4.41)
T o, (62 +zaa| 91 |@,[Grad
y A
q)deA ®[ Gd4
A
A

As expressdes dos esforgos atuantes na secio transversal, V., ny, N., M, eT,

. . 2 2
bem como, das rigidezes LEdA, IAEsz , IAEZ dA , LGdA, IAszA R J.AGz dA , L GydA e
L Gy ?dA , sdo obtidas de forma analitica transformando a integral de 4rea em uma integral de

linha ao longo do contorno da se¢do transversal que tem forma geral dada por um poligono

fechado qualquer.

4.3 ELEMENTO DE INTERFACE

Nesta secdo ¢ apresentada a formulagdo do elemento de interface responsavel por
conectar o cabo de protensao ao elemento de concreto, seja ele o elemento plano de casca ou o
elemento de barra. Dessa forma, os nos inferiores do elemento de interface mostrado na Figura
4.7 simulam o cabo de protensao, e nds superiores a posi¢cao do plano ou eixo de referéncia do
elemento de concreto. O elemento de interface simula um possivel deslocamento relativo entre
o cabo de protensdo e o elemento de concreto e a rigidez do cabo de protensdo. Na Figura 4.7
¢ ilustrado o elemento de interface de quatro nés e 10 graus de liberdade a nivel local, mostrando

a sequéncia dos graus de liberdade para a formacao do vetor dos deslocamentos nodais.
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Figura 4.7: Graus de Liberdade do elemento de interface

Embora sua espessura fisica real seja nula, a distancia vertical d(x) entre os nds
inferiores e superiores do elemento de interface depende das posi¢cdes da superficie de
referéncia do elemento plano de casca (ou eixo da barra) e do eixo da armadura ativa. Como os
deslocamentos relativos ocorrem ao longo do eixo da armadura ativa eles sdo obtidos de acordo

com as equacdes a seguir.
5,(x) =14 (x) =24 (x) = d(x)6), (x) (4.42)

8, =Wy (X) =W () (4.43)

Nas equagoes anteriores, s; € o deslocamento relativo na dire¢@o x (deslizamento), s: € o

. o 0/ 4 .
deslocamento relativo na dire¢do z (descolamento), 4, (X) ¢ o deslocamento no plano ou eixo

de referéncia do elemento de concreto na direcao x local do elemento de interface, QV(X) éa

rota¢do da se¢do no elemento de concreto em torno do eixo y local do elemento de interface,
0 , . N )

U, (x) é o deslocamento da armadura ativa na dire¢do x local do elemento de interface, w, (x) €

w,(x) sdo os deslocamentos na direcdo z da armadura ativa e do elemento de concreto,

respectivamente. Na Figura 4.8 ¢ ilustrado o possivel deslizamento dado pela Equagao 4.42. Ja
o deslocamento relativo na dire¢do z é desconsiderado, para isso é admitido uma rigidez muito

grande nessa direcao no elemento de interface.
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Figura 4.8: Deslizamento longitudinal

Considerando Eg, e Ey as rigidezes em relagdo aos deslocamentos relativos
longitudinal e transversal, respectivamente, entre a armadura ativa e o elemento de concreto, €
Sy ¢ N, as forcas por unidade de comprimento que surgem nas direcdes desses

deslocamentos relativos, tem-se:

Sp=Es,51, € (4.44)
Nb :ENbSl . (445)
A armadura ativa esta submetida apenas a tensdo e deformagao na dire¢do do seu eixo.

Sendo #(x) o deslocamento da armadura ativa na direcdo do seu eixo e &, a deformagio inicial

imposta pela protensdo chega-se a equag¢do 4.46 para a deformacdo na armadura ativa
considerando a ndo linearidade geométrica. Nas equacdes a seguir o sobrescrito 0 que indica
plano ou eixo de referéncia no elemento de concreto e cabo de protensdo ¢ omitido para

simplificagcdo da notacao.

e=u+iu+¢, (4.46)

Aplicando um campo de deformacao virtual compativel a um elemento de interface
deformavel da Figura 4.8 chega-se a equacdo 4.47 para o trabalho virtual interno. Observa-se
dessa equacdo as parcelas referentes a interface de contato entre cabo de protensdo e elemento

de concreto, e a parcela referente ao cabo de protensao.
Wi = | (S48, +N, 8 )dx + [ [ o5 5ddd x (4.47)
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Os variacionais dos deslocamentos relativos do elemento de interface e da deformacao

axial na armadura ativa s3o dados por:

55, = Su,—Su, —déso, (4.48)
B, =, —W, e (4.49)
Se=(1+u)ou'. (4.50)

Substituindo esses variacionais na Equacao 4.47 do trabalho virtual chega-se a Equacao 4.51.

Nessa equagio, N =L&dA ¢ a forca axial na armadura ativa. Definindo 6 como o angulo de

inclinagdo da armadura ativa em relagdo ao plano ou eixo de referéncia do elemento de concreto
chega-se a x=xcosd, onde g0 = (z, - z,)/ L (Figura 4.8).
Wi = | 1S4 (Suy = Sy = dS8,) +N, (5w, = Sw;) +

+ N(1 + cos? O, '+%se1¢29w1 ")(cosOdu, '+senBow,")]dx (4.51)

Na aproximacao por elementos finitos baseado em deslocamentos, as equacdes dos
deslocamentos sao aproximadas por funcdes de forma associadas aos deslocamentos nodais (q).

Para o elemento em questdo foram adotadas fungdes de forma dadas por polindmios lineares

representadas nas Equagdes 4.52 a 4.54 pelo vetor o = [%(l—f) %(l+§)], onde & é uma

coordenada paramétrica ao longo do eixo x dada por: x(&) = %f +%(x1 +X,), sendo x1 € x2

coordenadas em x dos nos 1 e 2 do elemento de interface.

u, =0'q, (4.52)
w, =0'q,, (4.53)
0, =" dy, (4.54)

Nas expressoes 4.52 a 4.54, o indice , faz referéncia aos lados inferior e superior do

elemento de interface e, de acordo com a Figura 4.7, tem-se: q, =[u, ] q,, =[u u,],
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VA
q, =[w, w], q,, =[w, w,]" e qu=[9y1 QJ . Dessa forma, o vetor dos

deslocamentos nodais ¢ dado por q = [q G 4 4, 4 ]T

Sendo os deslocamentos fungdes dos deslocamentos nodais entdo seus variacionais sao

dados por:
Su,, = &T(a;—;], (4.55)
Sw,, = &T(%} e (4.56)
56, =6q" (26;‘ ) (4.57)

Substituindo as Equacgdes 4.55 a 4.57 em 4.51 chega-se a expressao 4.58 para o trabalho
virtual do elemento de interface que conecta o cabo de protensdo ao elemento de concreto e

simula a deformacao do cabo de protensdo. Nessa equacdo utilizou-se a simplificagao

N" = N(1+cos” Q"+ 1 sen26,") .

ou,
aq

ola) . ' [
—ad 2y v, (P Z 9 N (0500 4 sen0 Y (4.58)
oq aq oq oq aq

T ou,
Wi = jL[Sb(aq -

. . T .
O trabalho virtual externo é obtido por W, , = f,,, em que £, ¢ o vetor de forgas
externas nodais. Geralmente as forgas externas sdo transmitidas para os elementos de interface

através dos elementos a ele associado. Da condigao de Mm = 5Wexl, tem-se:

00 * \ .
5q' [ IS, GO, N, M N (00802 4 sen0 Py = 5q'F
L aq aq oq 0q 0]

- (4.59)
aq q aq

A expressdo 4.59 deve ser valida para qualquer campo de deformacdo virtual
compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma £, -f =0, onde £, ¢ o vetor de forcas

internas dado pela expressao a seguir.
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81’{2
oq

06 . ' '
S0 g 9% o (O N (0502 seng 2 (4.60)
oq oq oq oq oq 0]

e = [, [, ”

Substituindo na expressao 4.60 as derivadas das equacdes dos deslocamentos,

expressoes 4.52 a 4.54, em relacdo aos deslocamentos nodais q, tem-se:

cosON'®'-S,®
S,®

fi = [ 4 5enON' - N, plx (4.61)

N,®—dS,D

Para a resolucdo do problema nao linear de equilibrio fin— fexr = 0, € utilizado o método
de Newton-Raphson, logo a matriz de rigidez tangente deve ser obtida. Sendo fexs constante em
relacdo aos deslocamentos nodais, a matriz de rigidez tangente dada pela equagao 4.62 ¢ obtida

derivando o vetor de forca interna em relagdes aos deslocamentos nodais.

N Y  (as, Y
cos@d'| — | - =2
oq oq
T
q,[é‘i]
oq

#\T T
K= |senom| V| o Ny | lax (4.62)
oq oq

T
q{ai]
oq
T
_dq,(%J
oq

Na matriz de rigidez as derivadas das forgas por unidade de comprimento atuante na

interface de contato entre o cabo de protensdo e o elemento de concreto em relacdo aos

deslocamentos nodais sdo dadas por:

oS, O\Egs 0
b:M:E B (4.63)

oq  oq > oq’

= = Ey —. (4.64)
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Em que, Eg = 8_b ¢ arigidez da interface de contato em relag¢do ao deslizamento da armadura
S

ativa, sendo adotada nula no caso de protensio ndo aderente e um valor muito alto (10°) no caso

. ON .. .
contrario. £y :8_b ¢ a rigidez da interface de contato em relacdo ao descolamento da
St

armadura ativa, sendo adotado um valor muito alto (10°). J4 as derivadas dos deslocamentos

relativos em relacdo aos deslocamentos nodais sdo dadas pelas equagdes 4.65 e 4.66, onde 0 &

um vetor nulo de dois termos.

00
%:%_%_d_y:[_qﬂ o 00 —do’| e (4.65)
oq oq 0Jq oq

o
s, _ 0w, [0 0 -o” o o (4.66)
oq 8(1 8(1

Substituindo as expressodes 4.65 ¢ 4.66 em 4.63 e 4.64, tem-se:

o qu)

E,®
as, Sb
—t=l 0 e (4.67)
aq

—b = E,,®¢- (4.68)
E,,®
0

A derivada da forca normal nos cabos de protensdo em relagdo aos deslocamentos

nodais ¢ dada por:

8N J- 0o O¢

—dA=| E;(1+ —dA 4.69
N A@q —a J B2 (4.69)
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O modulo de elasticidade (E7) do ago do cabo de protensdo ¢ obtido pela derivada da curva

tensdo deformacgao do aco de protensdo. Considerando que ele seja constante ao longo da area

do cabo, tem-se:

ON
q

- (14 cos® 6, "+ sen26mw,")

cosOE, AD
0

senOE; AD ; -

0
0

(4.70)

Na matriz de rigidez a derivada de ¥ © em relagdo aos deslocamentos nodais ¢ dada por:

ON~ ON

oq Jq

cosOE, AD
. 0
oN 2 1, 1 12
q 0
0

_ ou,'
(1+cos® O, '+1 sen26w,") + N(cos’ 9% +1.5en20
q

cos” QD'
0
%sen26tl)'
0
0

o
%

q

4.71)
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S EXEMPLOS E RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos obtidos a partir dos elementos
finitos apresentados no Capitulo 4 deste trabalho. Para a validagdo desses elementos sdo
utilizados resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura. Para a andlise de
todos os exemplos foi considerado a ndo linearidade fisica. Em alguns exemplos os modelos
linear e ndo linear geométrico foi utilizado, para isso denominou estes modelos como Linear e
Nao Linear, respectivamente. Ja para exemplos em que ndo se faz meng¢ao ao tipo de modelo

utilizado, a ndo linearidade geométrica ¢ considerada.

Dessa forma, foram desenvolvidos 6 exemplos que envolvem a andlise numérica nao
linear de vigas e lajes protendidas considerando: cabos de protensdo retos e curvos; presencga
ou nao de armadura passiva; cabos de protensdo distribuidos em uma ou nas duas dire¢des da

laje; cabos pds-tensionados ou pré-tensionados.
5.1 VIGAS DE TAO E DU (1985)

Neste item, os resultados experimentais de prototipos de vigas de concreto com
protensao interna ndo aderente de Tao e Du (1985) sdo utilizados para avaliacdo do modelo
numérico proposto. Os autores analisaram experimentalmente varias vigas bi-apoiadas de
4,20m de vao sob acdo de flexdo pura e simples, como pode ser visto na Figura 5.1. Dentre

essas, as vigas A2 e A3 do grupo A sdo analisadas numericamente nesse exemplo.

As secdes das vigas sdo todas retangulares, com 16 cm de largura e 28 cm de altura
(Figura 5.2). A altura 1til da armadura passiva positiva ¢ igual a 25 cm, ndo sendo utilizada
armadura passiva negativa. O tragado do cabo de protensao € reto e a altura util da armadura de
protensdo ¢ igual a 22 cm. O cabo de protensdo de didmetro de Smm, médulo de elasticidade
de 205000 MPa, tensdo de escoamento de 1465 MPa, e tensdao de ruptura de 1790 MPa, foi

engraxado e pds-tensionado.
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Figura 5.1: Detalhe do carregamento e do perfil do cabo das vigas do Grupo A de Tao e Du (1985)

Figura 5.2: Detalhe da secdo transversal das vigas do grupo A de Tao e Du (1985)

16

28

25

22

A viga foi modelada utilizando-se 10 elementos de barra e 20 elementos de interface. O

nuamero de elementos de interface é o dobro dos elementos de barra devido ao elemento de barra

ter trés nds, enquanto o elemento de interface tem quatro nos, sendo dois para conectar o

elemento de concreto e dois para o cabo de protensdo, como descrito no capitulo 4. Os dados

do material concreto foram obtidos através de ensaios realizados por Tao e Du (1985). Para a

caracterizagdo dos materiais foram utilizadas as curvas tensdo-deformagao apresentadas no

item 4.1, sendo que para o concreto foi adotado resisténcia a compressao f. = 30,6 MPa ¢

coeficiente de Poisson v = 0,2. Para armadura passiva ¢ considerado médulo de elasticidade E;s

= 210000 MPa, tensdo de escoamento f, = 430 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Alguns

desses e outros parametros sdo apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Parametros das vigas de Tao e Du (1985)

Viga fe (MPa) | fy (MPa) [ As (cm?) | Ap (cm?) | 6pe (MPa)
A2 30,6 430 1,57 0,98 904
A3 30,6 430 2,36 1,568 820
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Nas Figuras 5.3 e 5.5 sdo apresentados o comportamento da deflexdo no meio do vao
da viga em relagdo a carga aplicada para as vigas A2 e A3, respectivamente. Nota-se que tanto
na analise ndo linear geométrica quanto na linear geométrica o comportamento obtido para a
fase linear foi semelhante ao comportamento experimental. Com o inicio do comportamento
ndo linear, hd um distanciamento entre o comportamento experimental e o encontrado com os
modelos numéricos. Essa diferenca se deve a complexidade da simulagdo numérica do concreto
ap6s fissuracdo e da grande quantidade de fatores que influenciam no comportamento de
estruturas protendidas. No entanto, em termos de carga Ultima, como pode ser observado pela
Tabela 5.2, para a viga A2 as respostas numéricas apresentam valores proximos ao resultado
experimental. No caso da viga A3, a carga ultima foi um pouco menor do que o resultado

encontrado por Tao e Du (1985).

Tabela 5.2: Cargas ultimas das vigas de Tao e Du (1985)

Carga ultima (kN)
Viga| Experimental | Nao Linear | Linear
A2 54.1 57.8 57.4
A3 81.6 73.6 73.3
70
60 —
£ 50
< ~ .
E; 40 Nao Linear
<% 30 Experimental - Tao e Du
g, (1985)
s 20 .
@} Linear
10
0
0 50 100 150

Deflexao (mm)

Figura 5.3: Deflexdo no meio do véo da viga A2
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Figura 5.4: Aumento da tensdo na armadura ativa da viga A2

Nas Figuras 5.4 e¢ 5.6 sdo apresentados o aumento da tensdo na armadura ativa em
relagdo a carga aplicada para as vigas A2 e A3, respectivamente. O eixo horizontal dos gréaficos
dessas figuras fornece um fator que multiplicado pela for¢a inicial de protensdo determina a
forca atuante na armadura ativa para uma especifica carga aplicada. Dessa forma, o eixo
horizontal inicia da unidade ja que para carga nula a for¢ca na armadura ativa ¢ a forca de
protensao inicial. Nota-se dos graficos dessas figuras que, tanto na andlise nao linear geométrica
quanto na linear geométrica, o comportamento obtido para a fase linear foi praticamente
coincidente com o comportamento experimental. Na fase ndo linear, o comportamento obtido
pelos modelos numéricos tem boa aproximagdao com o comportamento experimental. Como
para andlise de deflex@o nas Figuras 5.3 e 5.5, a diferenga observada se deve a complexidade
da simula¢do numérica do concreto apds fissuracdo e da grande quantidade de fatores que

influenciam no comportamento de estruturas protendidas.
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Figura 5.5: Deflexdo no meio do véo da viga A3
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Figura 5.6: Aumento da tensdo na armadura ativa da viga A3

52 VIGA COM PROTENSAO INTERNA DE HUSSIEN, ELAFAND E

ABDELRAHMAN (2012)

O resultado experimental de uma viga com protensao interna ndo aderente ensaiada por

Hussien, Elafand e Abdelrahman (2012) ¢ utilizada para avaliar o modelo numérico proposto.
Como mostrando na Figura 5.7, a viga B7 ¢ biapoiada fletida por duas cargas iguais e
equidistantes dos apoios, gerando flexao pura entre as cargas e flexdo simples na regido entre

0S apoios € as cargas.
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Figura 5.7: Detalhe do carregamento e do perfil do cabo da viga de Hussien, Elafand e Abdelrahman (2012)
(unidades em cm)

34

16

Figura 5.8: Detalhe da se¢do transversal no meio do vao da viga B7 de Hussien, Elafand e Abdelrahman
(2012)

Como a Figura 5.8 mostra a viga possui se¢do retangular de 16 cm de largura e 34 cm
de altura. A armadura passiva inferior e superior tem a mesma area, sendo igual a 1,57 cm?. A
distancia da face da viga ao centro da armadura passiva ¢ igual a 4,0 cm, tanto para a armadura
inferior quanto para superior. Ja a distancia da face inferior ao centro da armadura ativa ¢ igual
a 4,3 cm no meio do vdo. A armadura ativa tem area de 0,99 cm? com tracado semelhante ao
diagrama de momentos devido a carga externa, partindo de uma excentricidade nula préxima
aos apoios e uma excentricidade de 12,7 cm na regido de momento maximo. A tensdo efetiva

no cabo (ape) apos a aplicacao da protensao e perdas ¢ dada igual a 1000 MPa.

A viga foi modelada utilizando-se 14 elementos de barra e 28 elementos de interface.
Os dados do material concreto foram obtidos através de ensaios realizados por Hussien, Elafand
e Abdelrahman (2012). Para a caracterizagdo dos materiais foram utilizadas as curvas tensao-

deformagdo apresentadas no item 4.1, sendo que para o concreto foi adotado resisténcia a
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compressdo fc = 37,4 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,2. As barras da armadura passiva
apresentam modulo de elasticidade Es = 210000 MPa, tensdo de escoamento f, = 470 MPa e
coeficiente de Poisson v = 0,3. As barras de armadura ativa ttm modulo de elasticidade E, =

195000 MPa e tensdo de escoamento f, = 1860 MPa.

Na Figura 5.9 esta apresentado o comportamento da deflexdo no meio do vao da viga
em relacdo a carga aplicada. Nota-se que tanto na analise ndo linear geométrica quanto na linear
geométrica o comportamento obtido para a fase linear apresenta uma rigidez um pouco superior
ao comportamento experimental. Apos a fissuragdo do concreto, ha uma aproximagao entre o
comportamento experimental e o encontrado com os modelos numéricos. Em termos de carga
ultima, as respostas numéricas apresentam valores muito proximos ao resultado experimental
(Figura 5.3).

Tabela 5.3: Carga ultima da viga de Hussien, Elafand e Abdelrahman (2012)

Carga ultima (kN)
Experimental Nao Linear Linear
133.02 135.72 137.85
160
140 —
% 120 Nao Linear
=3 100
3 Experimental - Hussien,
= 60 Elafand ¢ Abdelrahman
5 2012
S 40 ( . :
Linear
20
0
0 20 40 60 80 100

Deflexao (mm)

Figura 5.9: Deflexao no meio do vao

Na Figura 5.10 est4 apresentado o aumento da tensdo na armadura ativa em relacdo a
carga aplicada. Nota-se que o resultado obtido através da andlise ndo linear geométrica e da
linear geométrica teve um comportamento praticamente igual, mostrando nenhuma ou pouca
influéncia da forca de protensao na geragao de efeitos de segunda ordem na viga. Nao houve

comparac¢do com resultado experimental, pois os autores nao disponibilizaram as informagdes.
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Figura 5.10: Aumento da tensdo na armadura ativa

53 VIGA COM PROTENSAO SUPERIOR E INFERIOR DE RABCZUK,
AKKERMANN E EIBL (2005)

O resultado experimental e numérico de uma viga com protensdo interna aderente
ensaiada por Rabczuk, Akkermann e Eibl (2005) ¢ utilizada para avaliar o modelo numérico
proposto. A viga € biapoiada submetida a duas cargas iguais simétricas em relacdo aos apoios

gerando flexdo pura na regido entre as cargas e flexdo simples na regido entre os apoios € as

I e
1 LN
A A R

10 120 | 160 I 120 1o
I I

cargas.

[cm]

Figura 5.11: Detalhe do carregamento e do perfil do cabo da viga de Rabczuk, Akkermann e Eibl (2005)

A Figura 5.11 ilustra o esquema da viga e ela possui se¢do retangular com 10 cm de
largura e 40 cm de altura. O prototipo foi protendido utilizando-se dois cabos de protensao de
7 mm. O cabo inferior fica a 5 cm da face inferior e foi protendido com 26,25 kN, o cabo

superior estd a 5 cm da face superior e foi protendido com 11,25 kN. O tragado dos cabos ¢

reto.
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A viga foi modelada utilizando-se 8 elementos de barra e 32 elementos de interface,
sendo 16 elementos de interface para conectar os oito elementos de barra ao cabo de protensao
inferior, € mais 16 elementos de interface para conectar os mesmos oito elementos de barra ao
cabo de protensdo superior. Para a caracterizacdo dos materiais foram utilizadas as curvas
tensdo-deformagdo apresentadas no item 4.1, sendo que para o concreto foi adotado resisténcia
a compressao fc = 45,0 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,2. As barras de armadura ativa tém

modulo de elasticidade £, = 200000 MPa e tensdao de escoamento f, = 1470 MPa.

Na Figura 5.12 esta apresentado o comportamento da deflexdo no meio do vao da viga
em relacdo a carga aplicada. Nota-se que o comportamento obtido para a fase linear foi similar
ao comportamento experimental e ao de Rabczuk, Akkermann e Eibl (2005). Porém, o inicio
da fissuragdo no modelo experimental ocorreu com uma carga um pouco inferior a carga dos
modelos numéricos. Apds o inicio da fissuragdo, o modelo numérico teve um bom
comportamento em relagdo ao experimental, atingindo uma carga Gltima muito proxima. O
modelo do presente trabalho apresentou um comportamento mais proximo da resposta

experimental que o modelo numérico de Rabczuk, Akkermann e Eibl (2005) (Tabela 5.4).

Tabela 5.4: Carga tltima da viga de Rabczuk, Akkermann e Eibl (2005)

Carga ultima (kN)
Experimental Presente Rabezuk, Akkermann
p e Eibl (2005)
36.30 37.07 33.22
40
Y
35
/—
=3
g 25 Experimental - Rabczuk,
8 20 I\/ Akkermann e Eibl (2005)
< Numeérico - Rabczuk,
% 15 Akkerman e Eibl (2005)
©
© 10 Presente
5
O T T T 1
0 20 40 60 80
Deflexdo (mm)
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Figura 5.12: Deflexdo no meio do vao

54 VIGA COM PROTENSAO INTERNA DE CHEN (2008)

Um ensaio experimental de Chen (2008) de uma viga protendida com cabos internos
ndo aderentes pos-tensionados foi avaliada numericamente por Lou, Lopes e Lopes (2016). A
viga possui 10m de comprimento e 3 apoios, com vaos efetivos de 4,8m. A viga ¢ carregada

por quatro cargas iguais distanciadas de 1,6m dos apoios (Figura 5.13).

O resultado experimental de uma viga com protensdo interna nao aderente ensaiada por
Chen (2008) ¢ utilizada para avaliar o modelo numérico proposto. A viga B7 ¢ bi apoiada fletida
por duas cargas iguais e equidistantes dos apoios gerando flexdo pura entre as cargas ¢ flexao

simples na regido entre 0s apoios € as cargas.

P/2 * *P/Z

1600 mm
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1600 mm—-[

*P/Z

As3

.
4

Asd
L)5() mm~+-950 mml

Asl O
L] 600 Inmil 600 mmil 600 mm———1600 mle 600 mlnLl 600 mmJ

5000 mm 5000 mm

Figura 5.13: Detalhe do carregamento e do perfil do cabo da viga de Chen (2008)

A viga possui secdo retangular de 15 cm de largura e 30 cm de altura. A quantidade de
armadura passiva inferior e superior utilizada na viga est4 descrita na tabela 5.2, assim como
outros pardmetros utilizados. A armadura ativa tem area de 1,4 cm? com um tracado
paraboloide. A tensdo efetiva no cabo (ape) apds a aplicagdo da protensdo e perdas € igual a
1181 MPa.

Tabela 5.5: Parametro da viga de Chen (2008)

Aco de refor¢o Acgo de protensao Concreto
Asl As2 As3 Asa jg, Ap Ope
Jfou (MPa) | forn (MPa)
(mm?) (mm?) (mm?) | (mm?) | (MPa) (mm?) (MPa)
603,2 508,9 226,2 | 603,2 360 140 1181 1941 38,3
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A viga foi modelada utilizando-se 12 elementos de barra e 24 elementos de interface.
Os dados do material concreto foram obtidos através de ensaios realizados por Chen (2008).
Para a caracterizacao dos materiais foram utilizadas as curvas tensdo-deformagao apresentadas
no item 4.1, sendo que para o concreto foi adotado resisténcia média a compressao fe = 38,3
MPa e coeficiente de Poisson v = 0,2. As barras da armadura passiva apresentam modulo de
elasticidade £ = 197000 MPa, tensao de escoamento f, = 360 MPa. As barras de armadura ativa
tém modulo de elasticidade £, = 200000 MPa.

Na Figura 5.14 esta apresentado o comportamento da deflexdo no meio do vao da viga
em relagdo a carga aplicada. Nota-se que na fase linear o comportamento obtido foi similar ao
comportamento experimental e ao de Lou, Lopes e Lopes (2016). Com o inicio da fase ndo
linear, o comportamento da estrutura proposta por este trabalho ainda se apresentou préximo
ao comportamento experimental, porém com uma rigidez um pouco mais elevada. Em termos
de carga ultima, como pode ser visto na Tabela 5.6, 0o modelo experimental de Chen (2008) teve
uma carga ultima menor do que a encontrada tanto neste trabalho quanto no trabalho de Lou,

Lopes e Lopes (2016).

Tabela 5.6: Carga ultima da viga de Chen (2008)

Carga ultima (kN)
Experimental Presente Lou, L(Ozpoels 6(; Lopes
162.06 184.61 167.20
200
180 //
160 ~
£ 140 -
—§ 120 Experimental - Lou, Lopes
% 100 # e Lopes (2016)
< g0 ——Numérico - Lou, Lopes ¢
So l Lopes (2016)
s 60
@} I Presente
40 I
20
O T T T 1
0 20 40 60 80
Deflexao (mm)

Figura 5.14: Deflex@o no meio do vao

62



5.5 LAJE DE COOKE, PARK E YONG (1981)

Cooke, Park e Yong (1981) apresentam resultados experimentais de ensaios de 9
prototipos de lajes de concreto com protensdo interna ndo aderente. Todas as lajes sdo bi
apoiadas e com cargas dispostas em seus tercos médios, como ilustrado na Figura 5.15. As lajes

analisadas neste exemplo para validagcdo dos elementos foram as lajes 5 e 8.

As lajes possuem uma espessura de 18 cm e altura 1til da armadura protendida de 12
cm. O tragado do cabo de protensdo ¢ reto. Cada laje foi protendida com 3 cordoalhas de 12,7

mm. Algumas caracteristicas das lajes sdo apresentadas na Tabela 5.7.

Tabela 5.7: Caracteristicas das lajes de Cooke, Park e Yong (1981)

Laje | Lom) | Le(em) | bem | 5o Op0
(KN/cm?)| (kKN/cn?)
5 360 340 70,5 3,44 115,4
8 240 220 70,5 3,08 116,8
1 :; b/6
b/3
b L
b/3
L Y3
Vista em planta
P2 P/2
L/3 | L3 L3
X - ‘
L
r
— JAN
10 cm le ld c‘m

Vista frontal
Figura 5.15: Vista em planta e frontal das lajes de Cooke, Park e Yong (1981)

A laje 5 foi modelada utilizando-se 30 elementos de placa e 60 elementos de interface
como mostrado na Figura 5.16. Os dados do material concreto foram obtidos através de ensaios
realizados por Cooke, Park e Yong (1981). Para a caracterizagdo dos materiais foram utilizadas
as curvas tensdo-deformagao apresentadas no item 4.1, sendo adotada para a laje 5 a resisténcia

a compressao fo de 34,4 MPa e coeficiente de Poisson v =0,2. A laje 8 foi modelada a partir de
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36 elementos de placa e 72 elementos de interface. A laje 8 possui a resisténcia a compressao

fc de 30,8 MPa e coeficiente de Poisson v =0,2.

As barras de armadura ativa tém modulo de elasticidade £, de 202100 MPa, tensdo de

escoamento f, de 1582 MPa e tensao de ruptura de 1765 MPa.

Figura 5.16: Discretizacdo da laje de Cooke, Park e Yong (1981)

Na Figura 5.17 est4 apresentado o comportamento da laje 5 relacionando a deflex@o no
meio do v@o a carga aplicada. Nota-se que em nos dois modelos numéricos propostos o
comportamento obtido para a fase linear possui um comportamento muito préximo ao
experimental. Na parte ndo linear da curva carga-deslocamento da Figura 5.17 os modelos
numéricos apresentam boa aproximag¢do da analise experimental. Nesse exemplo o efeito de
segunda ordem gerou uma diferenga na resposta numérica em termos de carga ultima, uma vez
que na andlise ndo linear geométrica se obteve uma carga ultima mais proxima da resposta

experimental do que na analise linear geométrica.

Tabela 5.8: Carga ultima das lajes de Cooke, Park e Yong (1981)

Carga ultima (kN)
Laje Experimental | Nao Linear | Linear
5 78.90 75.16 70.42
8 124.11 114.23 100.63
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Figura 5.17: Deflex@o no meio do vao da laje 5

Na Figura 5.18 ¢ apresentado o aumento da tensdo na armadura ativa em relagdo a carga
aplicada para a laje 5 (ma descrig@o dos eixos deste grafico ja foi feita nos exemplos anteriores).
Dessa figura observa-se que para a tensdao na armadura ativa as repostas numéricas referentes a
consideragao ou ndo da ndo linearidade geométrica sdo praticamente coincidentes, e ambas tém

uma boa aproximacao com a resposta experimental.
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Figura 5.18: Aumento da tensdo na armadura ativa da laje 5

Na Figura 5.19 esta apresentado comportamento da laje 8 relacionando a deflexdo no
meio do vao a carga aplicada. Nota-se que tanto na analise ndo linear geométrica quanto na
linear geométrica o comportamento obtido para a fase linear possui uma rigidez um pouco

superior ao comportamento da laje experimental. Em termos das andlises numéricas as
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respostas obtidas considerando linearidade e ndo linearidade geométrica sdo muito proximas,
uma diferen¢a maior nessas analises ¢ percebida quando a laje estd proxima ao colapso. Em
termos de carga ultima a analise ndo linear geométrica apresenta resultado mais proximo da

analise experimental.
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Figura 5.19: Deflexdo no meio do vao da laje 8

Na Figura 5.20 ¢ apresentado o aumento da tensdo na armadura ativa em relagdo a carga
aplicada da laje 8. Nota-se que para o inicio do carregamento, os modelos numéricos tiveram
um aumento maior da tensdo no cabo do que o modelo experimental. Com o aumento da carga
aplicada, observa-se que o modelo experimental, para uma mesma tensdo na armadura, estava
com uma carga maior aplicada. Observa-se também que a tensdo na armadura do experimento

foi superior a tensdo dos modelos numéricos e que suportou uma carga um pouco maior.
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Figura 5.20: Aumento da tensdo na armadura ativa da laje 8

5.6 LAJE DE ROCA E MARI (1993b)

No trabalho de Roca e Mari (1993b) sdo apresentados resultados experimentais e
numéricos de laje de concreto com protensao interna nao aderente nos dois sentidos. A laje é
apoiada em 4 pontos, sendo estes localizados no ponto médio de cada lado da laje retangular, e

com carga uniformemente distribuida por toda a superficie da laje (Figura 5.21).

A laje possui uma espessura de 20 cm. O tracado do cabo de protensdo ¢ parabdlico,
sendo que nos pontos de ancoragem a excentricidade ¢ nula e no meio do vao o cabo estd a 3,5
cm da face inferior da laje (Figura 5.22). A laje foi protendida com 20 cordoalhas de area igual
a 92,9 mm?. Sendo 10 cordoalhas para cada dire¢do, espagadas igualmente a cada 40 cm a partir

dos pontos de apoio.
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Figura 5.21: Vista em planta da laje de Roca ¢ Mari (1993b)
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6,5

1201

Figura 5.22: Vista frontal da laje de Roca e Mari (1993b)

A laje foi modelada tomando vantagem da dupla simetria, assim sendo somente um
quarto da laje foi discretizada. Para isto utilizaram-se 81 elementos de placa ¢ 180 elementos
de interface como mostrado na Figura 5.23. Nessa figura os elementos de interface aparecem
paralelos a superficie média da placa porque o gerador de malha utilizado ainda ndo permite a
geracdo de elementos de interface nao retangulares (sendo assim, a figura ilustra fielmente a
posicdo da superficie média da laje de concreto e as posi¢des x € y dos cabos de protensao).

Para a analise numérica a posicao z dos cabos foi determinada manualmente.

Figura 5.23: Discretizacdo da laje de Roca e Mari (1993b)

Para a caracterizacdo dos materiais foram utilizadas as curvas tensdao-deformagao
apresentadas no item 4.1, sendo que a resisténcia a compressao fex de 35,0 MPa e coeficiente
de Poisson v=0,18. As barras de armadura ativas s3o modeladas com rigidez apenas no sentido
longitudinal da barra, com mddulo de elasticidade £, de 190000 MPa, tensdo de escoamento f;

de 1615 MPa e tensao de ruptura de 1898 MPa.
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Tabela 5.9: Carga ultima da laje de Roca e Mari (1993b)

Carga ultima (kN)
Experimental | Presente R(Eﬁ%g;\é[)an
93.84 90.28 94.52

Na Figura 5.24 estd apresentado o comportamento da laje relacionando a deflexdo no
meio da laje a carga aplicada. Nota-se que o comportamento na fase linear estd muito préximo
ao comportamento do modelo experimental, porém a primeira fissura ocorre com uma carga
um pouco inferior. Apos o inicio da fissuracdo tanto o modelo numérico proposto quanto o
modelo numérico de Roca e Mari (1993b) apresentaram uma rigidez um pouco menor que o
modelo experimental. Como mostrado na Tabela 5.9, em termos de carga ultima ambos os
modelos numéricos apresentaram boa concordancia com a resposta experimental de Roca e

Mari (1993b).
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Figura 5.24: Deflexdo no centro da laje
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 COMENTARIOS GERAIS

Este trabalho se inicia apresentando uma descri¢do dos objetivos e fatores motivadores

que levaram o autor a pesquisar sobre o tema: andlise numérica de vigas e lajes protendidas.

No Capitulo 2, realizou-se a revisao bibliografica de modelos numéricos utilizados para
analisar placas de concreto e estruturas protendidas. Além disso, foi apresentado um histdrico

da protensdo e algumas caracteristicas desse tipo de estrutura.

No capitulo seguinte, foram detalhadas as perdas de protensdo que ocorrem em uma
estrutura, mostrando o procedimento de célculo tanto das perdas imediatas quanto das perdas

ao longo do tempo.

Sdo apresentadas no capitulo 4 as formulagdes dos elementos implementados nesta
pesquisa. Inicialmente ¢ apresentada a formulagdo do elemento plano de casca de nove nés e
cinco graus de liberdade por n6 a nivel local considerando a teoria de placa de Reissner-
Mindlin. Em seguida sdo apresentadas, as formulag¢des dos elementos finitos de barra e de

interface que foram utilizados na modelagem das lajes e vigas protendidas.

No capitulo 5 foram desenvolvidos alguns exemplos numéricos com o objetivo de
evidenciar a eficiéncia dos elementos finitos implementados. Os resultados numéricos
encontrados sao comparados com respostas experimentais € numéricas extraidas de trabalhos

encontrados na literatura.
6.2 CONCLUSOES

Neste trabalho utilizando o Método dos Elementos Finitos, um modelo numérico para
analise numérica linear e nao linear de vigas e lajes protendidas submetidas a sua capacidade

ultima foi implementado.

O comportamento estrutural de placas de concreto foi simulado por elementos finitos
planos de casca considerando o comportamento ortotrdpico do concreto apos a fissuragdo. Ja o
comportamento das vigas de concreto foi simulado por elementos finitos de barra considerando
anao linearidade do concreto através da curva tensdo deformacao do concreto sob carregamento

axial. Para as cordoalhas de ago utilizadas na protensdo das vigas e lajes foram utilizados
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elementos de interface para a simulagiao do seu comportamento estrutural bem como a conexao

entre as cordoalhas e o elemento de concreto.

A eficiéncia das formulagdes implementadas para simulacdo numérica de vigas e lajes
protendidas foi devidamente comprovada com os resultados obtidos em varios exemplos
encontrados na literatura. Em alguns exemplos a metodologia sugerida nesse trabalho
apresentou resultados melhores que o modelo numérico apresentado na literatura. Em outros,
observou-se boa concordancia com as respostas experimentais, principalmente em termos de
carga ultima suportada pela estrutura analisada. Algumas pequenas diferencas encontradas nas
respostas numéricas e experimentais podem ser explicadas devido a analise simplificada por
meio de elementos planos de casca para simular a laje de concreto, sendo considerado para
analise ndo linear do concreto o modelo de dano sugerido por Huang, Burgess e Plank (2003a).
Modelos de danos mais elaborados, como o controle da formagdao ¢ abertura de fissuras
utilizando a energia de fratura do concreto, exigem uma discretizagdo mais detalhada e

tridimensional da laje ou viga de concreto protendido.

Como uma conclusdo geral, os modelos numéricos desenvolvidos neste trabalho
mostraram-se adequados para modelagem dos problemas propostos, sendo as validagdes e
robustez destes elementos verificadas com base na comparacao dos resultados encontrados na
literatura. Dessa forma, o objetivo deste trabalho foi alcangado e outros trabalhos poderao ser

realizados com as ferramentas desenvolvidas.
6.3 TRABALHOS FUTUROS

O elemento finito plano de casca mais o elemento de interface implementados nesse
trabalho permitem uma andlise ndo linear de lajes de concreto protendido. O elemento plano de
casca ¢ baseado na teoria de Reissner-Mindlin e pode apresentar erros numéricos no caso de
analise de placas muito finas e baixa discretizagdo. Dessa forma sugere-se a implementagdo de
um elemento de casca considerando a teoria de placa de Kirchhof para simulagdao de placas
muito finas. Além disso, sugere-se o desenvolvimento de elementos finitos de casca curvos para
a analise de cascas ou lajes curvas protendidas, sendo necessario para isso estender a

formulagdo do elemento de interface para um sistema de referéncia no espaco.

Outro estudo interessante seria inserir as formulagdes descritas neste trabalho dentro de

um algoritmo de otimizagdo para determinar, por exemplo, as posigdes em relacdo ao eixo
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perpendicular ao plano da laje dos cabos de protensdo que otimizam a estrutura em termos de

carga ultima e de servico.

Para facilitar a utilizagdo do programa FEMOOP utilizado neste trabalho como
plataforma para modificacdes e implementagdes dos elementos propostos, sugere-se
desenvolver uma interface grafica com pré e pos-processamento grafico tornando o seu uso

mais simples.
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