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RESUMO

Este trabalho tem como principais objetivos o estudo e a implementagdo
computacional de elementos finitos curvos para analise de arcos planos. Foram
desenvolvidos seis elementos finitos unidimensionais, sendo quatro deles de curvatura
constante, um de curvatura parabdlica e um elemento finito reto.

Atencao especial ¢ dada ao célculo da matriz de rigidez dos elementos finitos
propostos, onde os efeitos das deformacdes de flexdo, cisalhante ¢ de membrana sdo
levados em consideragdo. O acoplamento desses efeitos permite a analise do
comportamento de arcos esbeltos e espessos.

As matrizes de rigidez de trés elementos finitos propostos nesse trabalho sdo
obtidas através do Método da Flexibilidade, que utiliza conceitos de energia interna de
deformagdo, 2° Teorema de Castigliano e o Teorema da Reciprocidade de Maxwell.
Outras duas formulac¢des sdo baseadas na aproximagdo do campo de deslocamentos. As
fungdes de interpolagdo usadas para aproximar os deslocamentos sao formadas por
funcdes algébricas-trigonométricas, cujos pardmetros sdo obtidos através do uso das
trés equacdes diferenciais homogéneas de equilibrio estatico de uma viga curva.
Finalmente, a matriz de rigidez do ultimo elemento finito proposto € obtida através de
uma formulag¢dao hibrida, usando o principio variacional de Hellinger-Reissner. As
funcdes de interpolagdo usadas para aproximar o campo de deslocamentos e tensdes
resultantes sdo formadas por fungdes polinomiais.

No final da dissertacdo, através da analise de problemas estruturais encontrado
na literatura, verifica-se a eficiéncia das formulagdes dos elementos finitos estudadas
neste trabalho. O objetivo é conhecer a melhor modelagem numérica para obtengdo dos
deslocamentos de sistemas estruturais curvos esbeltos ou espessos, além do tracado de

diagramas de esforcos.



ABSTRACT

The study and the computational implementation of curved beam elements for
plane arches analysis are presented in this work. Six one-dimensional elements were
developed, where four are circular, one is parabolic and the other one is straight.

Flexural, axial and shear deformations effects are all taken into account in the
derivation of the beam element stiffness matrix. They contain the coupled influences of
shear and membrane locking effects.

The beam element stiffness matrix of three formulations is obtained using the
Flexibility Method, which apply internal energy concepts, Castigliano’s Theorem and
Maxwell reciprocal theorem. Two other formulations are based on the displacements
field approach. The analytical shape functions describing radial and tangential as well
as cross-section rotations are given in algebraic-trigonometric form, whose coefficients
are obtained with the use of the three static equilibrium equations of the curved beam.
Finally, the last beam element stiffness matrix is obtained through of the hybrid
formulation, using the Hellinger-Reissner principle. The shape functions used to the
displacement field and stress field approximations are polynomial functions.

At the end of this work, using numerical and analytical responses of the
structural problems found in the literature, the formulations efficiency are verified. So,
the best numerical models are found and the displacements and the resultant forces are

obtained to the thin and thick curved structural systems.
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1

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

A durabilidade de estruturas antigas € particularmente surpreendente, quando se
considera que a escolha de materiais para construgdo anterior a Revolugdo Industrial era
bem limitada. Metais ndo podiam ser produzidos em quantidades suficiente para serem
colocados em elementos de sustentacdo de cargas para prédios e pontes. Os principais
materiais de construcdo antes do século XIX eram madeira, tijolos e argamassa.
Somente os dois ultimos foram usualmente praticos para uso em grandes estruturas,
como catedrais, porque arvores de tamanho suficiente para serem usadas como vigas
eram raras.

Tijolos e argamassa sdo relativamente frageis e sdo incapazes de suportar
tensdes de tragdo. Consequentemente, as estruturas do periodo pré-Revolugao Industrial
eram geralmente projetadas para suportar cargas em compressdo. O projeto de ponte
Romana em forma de arco, por exemplo, causa tensdes compressivas no lugar de
tensdes trativas, para serem transmitidas através da estrutura. O arco ¢ a forma
predominante na arquitetura pré-Revolucao Industrial.

Hoje utilizam-se materiais que tem a caracteristica de suportar tensoes de tracao.
A estrutura metalica em forma de arco pode vencer grandes vaos. Pontes, galpdes,
hangares e ginasios sdo alguns exemplos de construgdes onde se verifica a aplicacdo
desse elemento estrutural.

Arco funicular € aquele cuja forma é projetada de modo a desenvolver apenas
compressao axial mediante determinado tipo de carga. Assim, Austin (1971) classificou
os arcos de acordo com essa definicdo: parabdlico, submetido a uma carga

uniformemente distribuida ao longo da horizontal; catendria, submetido a uma carga



uniformemente ditribuida ao longo do arco; e circular, submetido a uma pressdo radial
unifome.

Ja Krishnan e Suresh (1998) classificaram os arcos de acordo com a razio de
esbeltez e também de acordo com o angulo de abertura. Na Figura 1.1, t é a espessura
do arco, r o valor do raio e O o seu angulo de abertura.

A Tabela 1.1 apresenta a classificacdo dos arcos de acordo com a sua razdo de

esbeltez r / t, e também de acordo com o seu angulo de abertura a.

¢ t

Figura 1.1 — Elementos geométricos de um arco.

Tabela 1.1 — Classificag¢ao dos arcos, Krishnan e Suresh (1998)

Razio de esbeltez Angulo de abertura
Tipo de arco Esbeltez Tipo de arco Angulo
Espesso r/t<40 Abatido a <40
Moderado r/t=40 Pouco abatido o =40
Fino r/t>40 Profundo 40<a <180
Muito profundo a>180

A analise de equilibrio estatico de sistemas estruturais pode ser feita via Método
dos Elementos Finitos (MEF), que envolve a solugdo de um sitema de equagdes

algébricas lineares. A modelagem via MEF dos arcos, isostaticos e hiperestaticos, pode



ser feita utilizando uma série de elementos retos para aproximar a forma geométrica
real da estrutura. Porém, para algumas situagdes de carregamento e condigdes de
contorno, resultados com razoavel precisdo sé podem ser obtidos com um numero
elevado de elementos retos, o que torna a analise ineficiente computacionalmente.

No entanto, os esforcos e deslocamentos de um arco podem ser determinados
através da divisdo do dominio em elementos curvos (circulares e parabolicos).
Trabalhos recentes mostram que a convergéncia dos resultados utilizando elementos
curvos para modelagem de arcos é bem mais eficiente do que com elementos retos
(Marquis e Wang, 1989; Litewka e Rakowski, 1998; Raveendranath et al., 1999).

Essas consideragdes iniciais motivaram a ado¢do desse tema para a presente

dissertacdo de mestrado.

1.2 - OBJETIVO E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O presente trabalho ¢ parte integrante da linha de pesquisa Mecdnica
Computacional do programa de Pdés-Graduacdo em Engenharia Civil da UFOP, com
énfase em Estruturas Metalicas. Essa linha de pesquisa objetiva a aplicagdo de métodos
numeéricos na determinacgao de respostas de sistemas estruturais.

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo e a implementagao
computacional de elementos finitos curvos para analise de arcos planos. Foram
desenvolvidos seis elementos finitos unidimencionais, sendo quatro deles de curvatura
constante, um de curvatura parabdlica e um elemento finito reto.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos estruturais basicos usados nesta dissertagao.
Esses conceitos sdo de fundamental importincia para entendimento das formulacdes
dos elementos finitos curvos apresentados nos Capitulos 3,4 e 5.

No Capitulo 3 s3o apresentadas trés formulagdes de elementos finitos
unidimensinais: um elemento finito reto, um elemento finito de curvatura constante e
um elemento finito de curvatura parabdlica. A matriz de rigidez de cada um desses
elementos € obtida através do Método da Flexibilidade, que utiliza conceitos de energia
interna de deformagio, 2° Teorema de Castigliano e o Teorema da Reciprocidade de

Maxwell.



A formulagdo do elemento finito unidimensional curvo a ser abordada no
Capitulo 4 para modelagem de arcos circulares € baseada na aproximagdo do campo de
deslocamentos. As func¢des de interpolagdo usadas para aproximar os deslocamentos
sdo formadas por fungdes algébricas-trigonométricas, cujos pardmetros sdo obtidos
através do uso das trés equagdes de equilibrio estatico de uma viga curva.

No Capitulo 5 ¢ apresentado a formulacdo do elemento finito unidimencional
curvo, cuja matriz de rigidez ¢ obtida através de uma formula¢do hibrida, usando o
principio variacional de Hellinger-Reissner. As fungdes de interpolagdo usadas para
aproximar os deslocamentos sdo formadas por fungdes polinomiais. Sdo introduzidas
também, fungdes de interpolagdo polinomiais para aproximar o campo de tensdes
resultantes.

O Capitulo 6 traz os procedimentos computacionais utilizados na
implementacdo das formulagdes dos elementos finitos mostrados nos Capitulos 3, 4 e 5.

Através da analise de problemas estruturais encontrado na literatura, pretende-
se, no Capitulo 7, verificar a eficiéncia das formulagdes de elementos finitos estudadas
neste trabalho, juntamente com as respectivas implementagdes computacionais
realizadas.

Finalmente, no Capitulo 8, sdo apresentadas as conclusdes e observacdes
relacionadas ao emprego dos diversos elementos finitos utilizados nos problemas
estudados do Capitulo 7. Sdo fornecidas, ainda, algumas sugestdes para o

desenvolvimento de trabalhos futuros.

1.3 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secdo serdo apresentadas algumas pesquisas e trabalhos que sdo
responsaveis pelos fundamentos teéricos da presente dissertagao.

Recentemente, muitos pesquisadores tém desenvolvido formulagdes de
elementos finitos unidimensionais curvos para a modelagem de arcos, anéis etc. A
aplicabilidade desses elementos unidimensionais pode ser extendida levando-se em
consideragdo a deformagdo transversal devido ao cisalhamento. As equacles que

incluem esse tipo de efeito sdo comumente chamados de Teoria de Viga de



Timoshenko. Nessas equagdes, a tensdo de cisalhamento ndo ¢ uniformemente
distribuida ao longo da secdo transversal. Devido a este fato, um fator numérico ou
coeficiente de cisalhamento () € multiplicado pela tensdo média de cisalhamento para
dar a tensdo de cisalhamento no centroide da secdo transversal. Esse coeficiente de
cisalhamento ¢ definido como a razao entre a tensdo de cisalhamento média numa segao
transversal e a tensdo de cisalhamento no centréide (Timoshenko e Gere, 1982), ou
seja, tem valor adimensional e depende somente da geometria da se¢do tranversal.

Cowper (1966) deduziu uma nova féormula para a obtencdo do coeficiente de
cisalhamento a partir da integracdo de equagdes tri-dimensionais da Teoria da
Elasticidade. Nesse caso, o valor de coefiente de cisalhamento é dependente do
coeficiente de poisson, além da geometria da secdo transversal.

Marquis e Wang (1989) elaboraram um elemento finito curvo paraboélico, com
dois nds, cada um com tré€s graus de liberdade e secdo transversal constante. A matriz
de rigidez deste elemento foi obtida através do uso do Método da Flexibilidade, onde os
efeitos de deformacdo axial, cisalhante e de flexdo foram considerados na sua
formulacio.

Akhtar (1987) propos um elemento curvo de raio constante para analise de arcos
circulares, onde a matriz de rigidez também foi obtida através do uso do Método da
Flexibilidade. No entanto, o efeito da deformagdo por cisalhamento ndo foi considerado
na sua formulagdo. Sem esse efeito, o elemento idealizado limitou-se as analises de
arcos com R (raio) >> t (espessura), o que caracteriza os arcos finos ou esbeltos.

Litewka e Rakowski (1997, 1998) desenvolveram um elemento de curvatura
constante, com dois nds e seis graus de liberdade. Nesse caso, os pesquisadores
obtiveram a matriz de rigidez através do principio da energia potencial minima, onde as
funcdes de forma que descrevem os campos de deslocamentos tem formato algébrico-
trigonométrico. Os efeitos de deformacdo axial, cisalhamento e flexdo foram todos
considerados na elaboracdo da matriz de rigidez. Ainda nesses trabalhos foram
apresentados exemplos numéricos mostrando a influéncia da deformagdo cisalhante.

Friedman e Kosmatka (1998) elaboraram um elemento curvo onde as fungdes de
interpolagdo que definem os deslocamentos também tem formato algébrico-

trigonométrico. No entanto, os parametros que definem estas fungdes foram obtidos



através das equagdes de equilibrio estitico de uma viga curva. A matriz de rigidez
também foi obtida através do principio da energia potencial minima, onde foram
considerados os efeitos de deformagao axial, cisalhante e de flex3o.

Krishnan e Suresh (1998) desenvolveram um elemento curvo com dois nds,
cada um com quatro graus de liberdade: deslocamentos na direcdo radial (cortante) e
tangencial (axial), rotacdo da secdo transversal devido a flexdo e rotacdo devido ao
cisalhamento. As func¢des de interpolacdo que descrevem o deslocamento tangencial e a
rotacdo devido ao cisalhamento sdo lineares, enquanto que a fun¢do que aproxima o
deslocamento radial ¢ polinomial cubica. Ja a rotacdo devido a flexdo ¢ dependente das
fungdes que descrevem o deslocamento radial e a rotagdo devido ao cisalhamento.

Raveendranath et al. (1999) elaboraram um elemento curvo onde a fungdo de
interpolagdo que descreve o deslocamento radial tem formato polinomial ctibico, como
o elemento definido no paragrafo anterior. Ja as fungdes de interpolagdo que descrevem
os outros deslocamentos (tangencial e rota¢ao) sdo derivadas dessa fungdo cubica. Essa
relacdo de dependéncia ¢é obtida através das equagdes de equilibrio estatico de uma viga
curva.

Outro método usado para a obtencdo da matriz de rigidez € o principio
variacional de Hellinger-Reissner, onde sdo usadas fungdes de interpolagdo para
aproximar os campos de deslocamentos e de tensdes resultantes. Saleb e Chang (1987)
desenvolveram um elemento finito onde a matriz de rigidez foi obtida através deste
principio variacional. As func¢des de interpolagdo usadas por esses pesquisadores para
aproximar os campos de deslocamentos e de tensdes resultantes tinham formato
polinomial. As relagdes cinematicas e constitutivas, que definem as relagdes
deformacgao-deslocamento e tensdo-deformagao, respectivamente, foram obtidas através
da teoria geral de cascas de Naghdi ¢ Reissner.

Dorfi e Busby (1994) também utilizaram o principio de Hellinger-Reissner para
a obtencdo da matriz de rigidez do seu elemento curvo idealizado. Além disso,
apresentaram duas fungdes de interpolagdo distintas para aproximar o campo de tensoes
resultantes. Ja a fung¢do de interpolacdo usada para aproximar o campo de
deslocamentos tem formato polinomial linear.

A matriz de rigidez do elemento curvo proposto por Kim e Kim (1998) também

foi obtida através do principio de Hellinger-Reissner. Nesse trabalho, no entanto, as



funcdes de interpolacdo usadas para aproximar o campo de deslocamentos possuem
parametros extras, que sdo deslocamentos fora dos pontos nodais. Durante o processo
de obtengdo da matriz de rigidez, esses deslocamentos fora dos nds sdo condensados
(eliminados).

Rakowski (1990) propds um elemento reto de viga, baseado nas hipdteses de
Timoshenko, com dois pontos nodais, cada n6 com dois graus de liberdade:
deslocamento vertical e a rotagdo da secao transversal. A funcdo de interpolacdo que
define o deslocamento vertical tem formato polinomial ctbico, enquanto que a rotagdao
tem funcdo de interpolagdo quadratica. A matriz de rigidez foi obtida, mais uma vez,
através do principio da energia potencial minima.

Paramasivam et al. (1992) elaboraram um elemento reto de viga com trés pontos
nodais. Os pontos nodais nas extremidades do elemento possuem dois graus de
liberdade (deslocamento vertical e rotacdo da secdo transversal), enquanto que o ponto
nodal intermedidrio tem somente um grau de liberdade (rotacdo da secdo transversal). A
matriz de rigidez foi obtida através do principio da energia potencial minima.

Yunhua (1998) prop6s um elemento finito reto de viga, com dois pontos nodais,
cada um com dois graus de liberdade. As fungdes de interpolagdo, usadas para
aproximar o campo de deslocamentos, t€ém formato polinomial. A matriz de rigidez ¢é
obtida nesse artigo de trés maneiras diferentes: através do principio da energia potencial
minima, do principio variacional de Hellinger-Reissner e também através do principio
variacional de Hu-Washizu. Nesse ultimo principio sdo definidas fungdes de
interpolagdo para os campos de deslocamentos, de tensdes resultantes e de
deformacgdes. Yunhua desenvolve essas formulagdes através de linguagem matematica
simbolica, utilizando o Software Maple.

Outro trabalho recente, Eriksson e Pacoste (1999), também ilustra suas
formulagcdes de elementos finitos através de linguagem matematica simbdlica,

utilizando o Software Maple e Mathematica.



2

CONCEITOS BASICOS

2.1 - INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos estruturais basicos
usados nesta dissertacdo. Esses conceitos sdo de fundamental importancia para
entendimento das formulagdes dos elementos finitos curvos apresentados nos Capitulos
3,4e5.

No Capitulo 3, as matrizes de rigidez dos elementos finitos curvos sdo obtidas
através do Método da Flexibilidade, que utiliza os conceitos de energia interna de
deformagdo, 2° Teorema de Castigliano e o Teorema de Maxwell. Esses conceitos sdo
ilustrados aqui nas Segdes 2.3, 2.4 e 2.5, respectivamente.

No Capitulo 4, através da aplicagdo do principio da energia potencial minima,
chega-se na matriz de rigidez dos elementos finitos curvos. Ja no Capitulo 5, a matriz
de rigidez ¢ obtida através da aplicacdo do principio variacional de Hellinger-Reissner,
onde sdo definidas fun¢des de interpolacdo para deslocamentos e tensoes resultantes.

As relagdes cinemadticas ¢ as constitutivas para os varios elementos finitos
curvos estudados nesta dissertagdo, sdo fornecidas nas seg¢des 2.6 e 2.7,
respectivamente. Na ultima secdo sdo definidos os diversos conceitos de principios

variacionais utilizados para a formulacao de elementos finitos.

2.2 - TEOREMA DE CLAPEYRON

O teorema de Clapeyron estabelece que a energia de deformag¢do U de um so6lido

submetido a um sistema de a¢des P; € igual a metade do valor da soma dos produtos das



intensidades dessas forcas pelas componentes dos deslocamentos de seus pontos de
aplicagdo nas diregdes das forgas.

Considerem-se “n” agdes externas Py, P, ..., P, (forgas ou momentos) e os
respectivos deslocamentos finais vy, vo, ..., v, (translagdes ou rotacdes).

Uma vez que o trabalho realizado pelas acdes externas ¢ independente da ordem
de aplicacdo das acdes e depende apenas de seus valores finais, pode-se admitir que as
mesmas variam de seus valores iniciais até os valores finais P;, assumindo valores
intermediarios kP;, onde k é um coeficiente que varia de zero até o valor final 1.

Seja v; o valor final do deslocamento do ponto i na direcdo da acdo P;
correspondente. Como o solido € elastico, uma vez que a a¢do genérica aplicado no
ponto i alcangou o valor intermediario kP;, a componente do deslocamento do ponto i
na direcdo da forga atingiu o valor kv;.

Quando a acdo aumenta de kP; para (k+dk)P;, a correspondente componente do

deslocamento aumenta da quantidade v;dk na direcdo de P; e o correspondente trabalho,

desprezados os termos de ordem superior, vale:

n

dw = ZkPiVidk= ZPivikdk (2.1)
Integrando-se entdo entre os limites k=0 e k=1, chega-se a:

1
= E Pv. 2.2
2 4 11 ( )

0 que demonstra a proposi¢ao, ja que para sistemas conservativos o trabalho realizado ¢é

igual a energia de deformag@o armazenada no solido.



2.3 - ENERGIA DE DEFORMACAO

Quando um solido ¢ deformado no regime elastico diz-se que a acdo que
provocou a deformagdo realizou um trabalho que sera totalmente transformado em
energia quando cessar a agao.

A energia armazenada na estrutura devida a deformacdo dos elementos
estruturais € denominada energia de deformacao elastica e € igual ao trabalho realizado
pelas forcas atuantes.

O valor da energia de deformagao elastica de um sélido pode ser obtido através
da aplicagdo do Teorema de Clapeyron apresentado na se¢do anterior. As Figuras 2.1a,
2.1b e 2.1c ilustram as deformac¢des de membrana (dd), cisalhante (dA) e de flexdo

(d@), respectivamente.

-~ do.

] taa

‘ ds 45 s ds ‘
(a) (b) (c)

Figura 2.1 — Deformagdes: (a) axial; (b) cisalhamento; (c) flexao.

O trabalho total realizado pelo esfor¢o normal N, esfor¢o cortante V e pelo
momento fletor M, devido as deformagdes dd, dA e d@ respectivamente, ¢ dado, de

acordo com a Equagdo (2.2):

AW = L Nd& + LV + 1 Mdo 2.3)
2 2 2

Sabe-se ainda que as deformagdes de membrana, cisalhante e de flexdo, de um

elemento de estrutura de comprimento ds, sdo dadas por (Timoshenko e Gere, 1982):
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N

do = a ds (243)

an =Y g (2.4b)
GA

do= %ds (2.4¢)

onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material ¢ G ¢ o mddulo de
elasticidade transversal; I € o momento de inércia e A ¢é a area da secdo transversal; n ¢
um fator numérico, ou coeficiente de cisalhamento, pelo qual a tensdo média deve ser
multiplicada para dar a tensdo de cisalhamento no centroide da sec¢do transversal.

O valor do coeficiente de cisalhamento N presente na parcela da deformacgao
cisalhante depende da geometria da secdo transversal e também ¢ fungdo do coeficiente
de poisson v. Alguns valores do coeficiente de cisalhamento sdo dados na Tabela 2.1
(Cowper, 1966).

Substituindo-se (2.4a,b,c) em (2.3), chega-se a:

2 2 2
aw = LN e LOVE g IME G (2.5)
2EA . 2GA 2 E

Como a energia de deformacao elastica € igual ao trabalho realizado pelas agoes
atuantes, tem-se entdo que U = W. Assim a energia de deformacdo elastica total do

solido S ¢ dada por:

U=W=Idw (2.6)

Substituindo-se agora (2.5) em (2.6), obtem-se:

2 2 2
U= N ds+ nv ds + M—ds 2.7)
2EA 2GA 2EI
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Tabela 2.1 — Coeficiente de cisalhamento 1.

tfgf

10,(1+V)(1‘+3m)2 ’ ‘
p+vq+30n2(m+m2)+SVn2(8m+9m2)’ sendo
p=12+72m+150m? + 90m*
q=11+66m+135m* +90m’
m =2bt, /ht; n =b/h

tw— |~

_ 10(1 +v)(1 +3m)
= P+Vq+10n2((3+v)m+3mz
p =12+72m+150m? + 90m*
q=11+66m+135m* +90m’
m=bt, /ht
n=b/h

), sendo

10(1+v)(1+4m) ‘
p +Vq+30n2(m+m2)+10\)n2(4m+5m2 +1’n3)
p=12+96m +276m> +192m*
q=11+88m +248m’ +216m’
m=bt; /ht_; n=b/h
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2.4 - TEOREMA DE MAXWELL

Suponha um solido eldstico com vinculos fixos ou eldsticos submetidos a dois

sistemas de agdes A e B (forgas ou momentos), como mostrado a Figura 2.2.

Sistema B

Figura 2.2 — Sistemas de esforgos atuando no soélido elastico.

No sistema A uma acdo P, cuja linha de atuacdo ¢ a reta a, variando lentamente
de zero até o valor final P, no ponto A, provocou deslocamentos v,, na dire¢ao a € vp,
na dire¢dao b (deve-se entender que v,, significa deslocamento na dire¢ao a provocada
pela acdo atuando na diregdo a, € vy, ¢ 0 deslocamentos na direcdo b produzida pela
forga atuando na direcdo a).

O trabalho W4 realizado pela ag¢ao P no sistema A vale:

W, = %Pvaa (2.8)

Mantendo-se P aplicada no ponto A, faz-se com que outra agdo P atue da mesma
maneira no ponto B, com linha de atuagdo coincidente com a reta b. Dessa forma, o

trabalho Wy realizado pelas agoes vale:

W, = %vab +Pv,, (2.9)
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O segundo mondmio do lado direito da igualdade (2.9) ndo leva o coeficiente 1/2
porque a carga P ja estava totalmente aplicada no ponto A quando a outra carga P
provocou o deslocamento Vyp.

O trabalho total realizado pela atuacdo das duas forgas é dado pela soma das

igualdades (2.8) e (2.9), valendo:

W= %PVM +%vab +Pv,, (2.10)

Supde-se, agora, que se comece aplicando ao sélido, lentamente, a agcdo P no
ponto B, provocando deflexdes vy, € Vap ,respectivamente, nos pontos B e A. O trabalho

realizado por essa forca vale:
.1
Wy =Py, (2.11)

Mantendo-se P atuando no ponto B e aplicando-se lentamente outra agdo P no

ponto A, direcdo a, o trabalho realizado pelas forcas vale:

*

W, = %Pvaa +Pv,, (2.12)

Atuando as duas forcas em sequéncia, o trabalho total realizado vale a soma das

igualdades (2.11) e (2.12), ou seja:

W= %Pvaa +%vab +Pv,, (2.13)

Como as relagdes (2.10) e (2.13) sdo iguais, conclui-se que:

(2.14)

ab = Vba

14



ou seja, o deslocamento na dire¢do “a” causado pela a¢do atuando na dire¢do “b” é

(1P

igual ao deslocamento na dire¢do “b” causado pela a¢do atuando na diregdo “a”.

2.5-SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO

Considere-se uma estrutura sujeita a n agdes Py, P, ..., Py, que produzem
deslocamentos correspondentes, 0y, &, ..., O,. P e O representam, respectivamente, as
acoes e os deslocamentos correspondentes, em sentido generalizado. Sabe-se, que a
energia complementar U™ pode ser calculada através da seguinte expressdo

(Timoshenko e Gere, 1982):
U :J'édP (2.15)

* o, ~ ~ ~ . . ~ .
onde U ¢ func¢do das agdes Py, P, ..., P,. Entdo, imaginando-se que a uma agao Pj, seja
dado um pequeno incremento dP; enquanto as outras ndo sofrem alteracdo, a energia

r . * ,
complementar terd um pequeno incremento, dU , que €:

au =29 dp. (2.16)
oP

1

A equagdo anteiror mostra matematicamente que o incremento du” é igual a
razdo de variagdo de U em relagdo a P;, multiplicado pelo incremento em P;.

Outro meio de se obter uma expressio para dU  consiste em considerar o
trabalho complementar das a¢des, quando a agdo P; sofre uma variagdo dP;. A unica
acdo que realiza qualquer trabalho complementar ¢ P;, porque as outras a¢des nao foram
alteradas. Consequentemente, o aumento na energia complementar ¢ produto do

deslocamento &; pelo incremento dP; da agdo, isto é:

dU” =3.dP, (2.17)

15



Igualando-se entdo (2.16) e (2.17) para dU", obtem-se:

ou’

5 =— 2.18
o (2.18)
Se a estrutura comporta-se linearmente, tem-se que U = U". A Equagdo (2.18)

pode ser entdo reescrita da seguinte forma:

5 =2 (2.19)

A Equacdo (2.19) mostra que a derivada parcial da energia de deformacdo de
um determinado solido em relacdo a uma das agoes é igual ao deslocamento do ponto
de aplicacdo da ag¢do na dire¢do da ag¢do, desde que a energia de deformacdo seja

expressa em fun¢do das cargas.

2.6 - RELACOES CINEMATICAS

A teoria de vigas curvas considerada neste trabalho ¢ baseada na teoria
desenvolvida por Naghdi e Reissner para cascas. Para vigas curvas espessas, as
componentes de deformagdo normal e de cisalhamento, designadas respectivamente por
€x € Yxy, localizadas a uma distancia y da linha neutra de uma sec@o transversal genérica,

sdo dadas por (Saleb e Chang, 1987):

T (e, - yx) (2.20a)
-y/r
- Y
=—Jto__ 2.20b
O (2.20b)
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onde &) ¢ Yy sdo as deformacgdes especifica normal e de cisalhamento, respectivamente,
localizadas na linha neutra de uma segdo transversal genérica; K é a mudanca de
curvatura dessa se¢do transversal. A relacdo de deformagdo-deslocamento linear para

uma viga curva, € entdo dada por (Saleb e Chang, 1987):

o=low v (2.21a)
rox r

Yo :E"‘la—v_q) (2.21b)
r rox

_10¢ (2.21c¢)
r 0X

sendo u, v e @ os deslocamentos na direcdo normal (tangencial), radial e a rotacdo da
secdo transversal, respectivamente. Estas relacdes cinematicas podem ser escritas de

uma forma mais compacta, ou seja:
€=Du (2.22)

onde, e ={e, y, ®.,u"={u v @ eamatrizD tem a seguinte forma:

p=-01 9/ox -r 0O (2.23)
"Ho o a/oxH

2.7 - RELACOES CONSTITUTIVAS

As componentes de tensdo normal e de cisalhamento, que estdo relacionadas

com as deformagdes em (2.20a,b), sdo dadas por (Timoshenko e Gere, 1982):

o, =Eg, (2.24a)

T,, = NGy, (2.24b)
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Os esforcos normal, cortante e momento fletor de uma secdo transversal sdo

obtidos integrando as tensdes ao longo da area da secdo transversal, ou seja:

N= I o dA (2.25a)
A

\V :ITxydA (225b)
A

M=- J’ o, ydA (2.25¢)

A

Substituindo-se (2.20a,b) e (2.24a,b) em (2.25a,b,c), chega-se a:

N = J' 1 E (e, - yk)dA (2.262)
) 1- y/r
V= J’ ISERVRIN (2.26b)
) l1-y/r
M=- I B e, -yk)yaa (2.26¢)
J1- y/r

Admitindo entdo que (I-y/r)" =1+y/r+(y/rf, e substituindo essa
aproximacdo em (2.26a,b,c), chega-se as seguintes expressoes para N, V e M, ja

desconsiderados os termos de ordem superior:

N=EAf+ L ¢, -Elk (2.27a)
O Ar°[J r
—noal+ LR <

V=nGAD+— 1y, =nGAy, (2.27b)

M =EIk —Eso (2.27¢)

T
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onde as seguintes relacdes foram consideradas: IdA =A, J.ydA =0e J.yZdA =1.
A A A

Como no caso das deformagdes, essas relagdes podem ser escritas de uma forma

mais compacta, ou seja:
c=J,¢& (2.28)

sendo ¢ ={N \% M} € a matriz Jy:

el 0 I

0 O Ar' Q0O r g

J.=n . nGA 0 B

O O
-— 0 EI

H H

Essas relagdes constitutivas podem ser expressas de uma forma mais simples,
considerando-se apenas as deformagdes normal e de cisalhamento constantes ao longo

de toda a extensdo da secdo transversal. Fazendo-se, entdo, y = 0 em (2.20a,b), chega-se

a:
€=¢g, (2.28a)
Y=Y, (2.28b)
Substituindo-se (2.24a,b) e as relagdes anteriores em (2.25), obtém-se:
N =EAg, (2.29a)
V =nGAy, (2.29b)
M =EIK (2.29¢)
Mais uma vez, essas relagdes constitutivas podem ser escritas na forma

matricial:
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c=J,¢ (2.30)
onde a matriz J, é organizada da seguinte forma:

(EA 0 00

J,=00 nGA 07

§0O 0 EIf

2.8 —- PRINCIPIOS VARIACIONAIS

A matriz de rigidez dos elementos finitos curvos estudados pode ser obtida
através do Método da Flexibilidade, onde sdo usados os conceitos de energia interna de
deformagdo, teorema de Maxwell e o 2° teorema de Castigliano. Essa metodologia é
utilizada neste trabalho nas formulagdes apresentadas no Capitulo 3.

A matriz de rigidez pode também ser obtida através da aplicagdo de principios
variacionais. O principio variacional mais utilizado para a obten¢do da matriz de rigidez
¢ o da energia potencial minima. Nesse caso, o indicador variacional ¢ funcdo dos
campos de deslocamentos. A matriz de rigidez do elemento finito curvo proposto no
Capitulo 4 ¢ obtida através desse principio, onde sdo definidas fungdes de interpolagio
para aproximar o comportamento dos deslocamentos nas direcdes normal e radial, e a
rotagdo da secdo transversal.

Outro principio variacional que pode ser empregado para a obtengdo da matriz
de rigidez do elemento ¢ o da energia complementar total. Nesse caso, o indicador
variacional é fun¢do dos campos de tensdes resultantes.

O principio variacional pode ainda ser generalizado de tal modo que o indicador
variacional seja fungdo dos campos de deslocamentos, de deformagdes e de tensdes
resultantes. Dessa forma, relagdes constitutivas e cinematicas podem ser obtidas
diretamente do variacional. Esse principio generalizado ¢ chamado de principio

variacional de Hu-Washizu (Yunhua, 1998).
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Outro principio variacional utilizado para a obtencdo da matriz de rigidez é o de
Hellinger-Reissner, derivado do principio de Hu-Washizu. No principio de Hellinger-
Reissner tipo 1, o funcional de energia ¢ funcdo dos campos de deslocamentos e de
tensOes resultantes. As relacOes constitutivas sdo obtidas diretamente do indicador
variacional. No principio de Hellinger-Reissner tipo 2, o variacional ¢ fun¢do dos
campos de deslocamentos e de deformagodes. Nesse caso, as relagdes cinematicas sao
obtidas diretamente do funcional de energia.

Elementos finitos definidos segundo esses principios sdo comumente chamados
de modelos mistos, devido ao uso de campos mistos no mesmo indicador variacional
(deslocamentos, tensoes resultantes ¢ deformagdes).

A matriz de rigidez do elemento finito curvo idealizado no Capitulo 5 sera
obtida através do principio variacional de Hellinger-Reissner tipo 1, onde sdao definidas
funcdes de aproximagdo para os deslocamentos e de tensdes resultantes nas diregdes

normal, radial e a rotacdo da sec¢do transversal.
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3

ELEMENTO FINITO CURVO:
METODO DA FLEXIBILIDADE

3.1 - INTRODUCAO

Neste Capitulo sdo apresentados trés formula¢des de elementos finitos
unidimensinais baseados no Método da Flexibilidade. Todos os elementos possuem
dois pontos nodais, cada um com trés graus de liberdade. Para a obten¢do da matriz de
rigidez de cada elemento foram considerados os efeitos de deformagdo por flexdo,
esfor¢o axial e cisalhamento.

Na Sec¢do 3.2 ¢ apresentado um roteiro para a formulagdo da matriz de rigidez de
um elemento finito unidimensional genérico, utilizando conceitos de energia interna de
deformagdo, 2° Teorema de Castigliano e o Teorema da Reciprocidade de Maxwell. As
formulacdes apresentadas nas se¢des seguintes sdo obtidas seguindo esse roteiro.

Na secdo 3.3 ¢é apresentado a fomulagdo da matriz de rigidez do elemento finito
unidimencional reto, baseado nas hipdtoses de Timoshenko. A Secdo 3.4 ¢ responsavel
pela formulacdo da matriz de rigidez de um elemento de curvatura constante (Akhtar,
1987). A formulagdo da matriz de rigidez de um elemento finito parabdlico baseado no

trabalho de Marquis e Wang (1989) pode ser vista na ultima se¢ao desse capitulo.

3.2 - ROTEIRO DE CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

Seja um elemento finito unidimensional, como ilustrado nas Figuras 3.1a, 3.5a ¢
3.7, com dois pontos nodais, onde em cada no6 sdo considerados trés graus de liberdade.

Para esse elemento, a seguinte relacdo de equilibrio pode ser definida:



p=K. w (3.1)

[

onde, p’ ={P1 Q M, P, Q, MZ} caracteriza o vetor de cargas externas,

w' = {u1 vV, @ iu, V, (pL} os deslocamentos nodais e K. ¢ a matriz de rigidez,

que pode ser escrita da seguinte forma:

(3.2)

~

a

I
MMOOOOoOonOd

I

I

|

|

|

|

I
R R

I

|

|

I

I

I

|
MOOOOOoOoOonOd

sendo Kj;, Kijp, Ky e Kj, submatrizes de ordem 3x3. A seguir ¢ descrito um
procedimento para determinacdo dessas submatrizes, e por conseguinte, definicdo da
matriz de rigidez do elemento.

A energia interna de deformacdo de cada elemento ¢ dada segundo a equacdo

(2.7), ou seja:

M2 2 2

U= ds+ [N _ds+ (Y gs (3.3)
2EI 2AE 2AG

A submatriz K;; pode ser obtida através da aplicagio do 2° Teorema de

Castigliano. Dessa forma, escreve-se:

_du U U

=—, =— =— 34
u, aP, vy 3Q, ¢ Q oM, (3.4

ou escrevendo-se numa forma matricial, chega-se a:
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onde F;; é uma submatriz de flexibilidade de ordem 3x3. Considerando-se
wi ={u, v, @} e pl={P, Q M} e resolvendo a equagdo anterior para as

forcas nodais, chega-se a:
p, =K, w, (3.6)

sendo K;; definida como a inversa da submatriz de flexibilidade (F;;').

A submatriz K;, pode ser obtida através do equilibrio das forcas e momentos

entre os nds 1 e 2. Assim, escreve-se:

o]

8]

.

2

O

T

ou p, =Cp, (3.7)

Sul=aln
O
|

onde C é uma matriz de ordem 3x3 ¢ p, :{P2 Q, MZ}. Através da substitui¢do de

(3.6) em (3.7), chega-se a:

p, =CK,w, (3.8)

Fazendo-se entdo K,, = CK,,, pode-se escrever:

p, =K, w, (3.9)

Observe que através do Teorema de Maxwell, pode-se afirmar que os
deslocamentos do no6 1 causados por forgas atuando no n6 2, sdo iguais aos

deslocamentos do n6 2 causados por forgas atuando no n6 1. Dessa forma, escreve-se:
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K, =K. (3.10)

Como no caso da submatriz K, K, € obtida também através da aplica¢do do 2°

Teorema de Castigliano, ou seja:

ou ou ou
:—, e — (I) = 3.11
e 0P, e 0Q, MG oM, G-11)

Assim, fazendo w) ={u2 v, (pz}, e seguindo os mesmos procedimentos

usados para a obtengdo da submatriz K, chega-se a:

p, =K, w, (3.12)

3.3 - ELEMENTO FINITO UNIDIMENSIONAL RETO

Nesta secdo ¢ apresentada a formulacao da matriz de rigidez do elemento finito
unidimensional reto. Na subse¢do 3.3.1 é obtida a matriz de rigidez do elemento para
vetores de forgas e deslocamentos num sistema local de coordenadas. Em seguida essa

matriz de rigidez ¢ obtida no sistema global de coordenadas.

3.3.1 — Formulaciao da Matriz de Rigidez
Como ilustrado na Figura 3.1a, o elemento finito reto proposto possui dois nos,

cada um com trés graus de liberdade: dois deslocamentos (u; e v;) € uma rotacdo da

se¢do transversal (@).
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Figura 3.1 — (a) Elemento finito de portico; (b) Esforcos em ponto genérico S.

A matriz de rigidez do presente elemento tem a forma apresentada na Equagdo
(3.1). A submatriz K;; é entdo obtida através da relacdo de equilibrio entre o ponto

nodal 1 e um ponto genérico S (Figura 3.1b):

N=-P, (3.13a)
V=-Q (3.13b)
M=-M, +Qx (3.13¢)

Substituindo-se as Equac¢des (3.13a,b,c) em (3.3) e depois desenvolvendo-se as

integrais, chega-se a:

_MIL_MQL QL P nQL

(3.14)
2EI 2EI 6EI 2EA 2GA

Derivando-se agora a Equacao (3.14) em relacdo aos carregamentos nodais P;, Q; e My,

chega-se a:
PL
u, =— 3.15a
B (3.152)
I3 L M.L2 3 M, L?
VI:QI LhQlL ML AL  nL - (3.15b)
31 GA 2EI [BEI GA 2EI
M,L Q,L?
= - 3.15¢
=R T 2E ( :
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ou numa forma matricial:

w, =F,p, (3.16)

onde a matriz de flexibilidade F; é definida segundo:

DLA 0 0 B
a ' n G
F,=00 —+1 _ >~
T 3E1 GA  2EI[]
0, v L O
H 2EI El H

Resolvendo-se entdo a expressdo anterior para as for¢as nodais, escreve-se:

p, =K, w, (3.17)

sendo a submatriz K;; definida de acordo:

[EA 0
o ) 0
0 0
K =D 12EIGA 6EIGA D s
0 AL A 0
0, GFIGA 4EI(’GA +3nEI)]
H A AL H

onde, A = L’GA +12nEI.

A submatriz Kj;, como no caso de K;;, pode ser obtida através do equilibrio

entre o nd 2 e um ponto genérico S (Figura 3.1b), ou seja:

N=-P, (3.19a)

27



V=-Q, (3.19b)
M:-Mz—sz (319C)

Assim, escreve-se diretamente:

[EA O
o 0 0

O O

K. =0 126IGA _6EGA [
0 AL A 0

0, _GEIGA 4BI(’GA +3nEI)C

H A AL H

A submatriz K,; é obtida fazendo o equilibrio de forcas e momento entre o

ponto nodal 1 e o ponto nodal 2 (Figura 3.1a):

Py=-P; (3.20a)
Q:=-Q (3.20b)
Mz = LQl — M1 (3200)

ou, numa forma matricial:

p, =Cp, (3.21)

onde a matriz C ¢ dada por:

F1 0 00O
_O0y _; O
C=g0 -1 0p
50 L -18

Dessa forma, de acordo com a Equacao (3.8), chega-se na expressao de K;:
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0 EA 0
SRS 0 D
O 12EIGA 6EIGA O
K, =0 0 - O (3.22)
0 AL A 0
0, _6EIGA 2EI(’GA+6nEl)]
H A AL H

Finalmente, escreve-se a matriz de rigidez do elemento finito de portico de

Timoshenko:
|

N
B  12EIGA 6EIGA o _12BIGA _GEIGA  C

0 AL A | AL A 0

0, OFIGA 4EIUGA+3nEI)| ~  GEIGA 2EI['GA-6nEI)]
K=2_"x AL ] A AL O
<~ UFA " EA O
ER 0 == 0 0 O

o L L 0

0 12EIGA GEIGA | . 12EIGA 6EIGA [

_ | _

O AL A ! AL A O

0 _6EIGA  2EI(’GA - 6nEl) | _GEIGA  4EI('GA +3nE1)0

O A AL 1 A AL 0

A Figura 3.2 apresenta uma rotina desenvolvida no Software Maple (Maple 6,
2000) para a determinacdo da matriz de rigidez do elemento finito proposto nesta secao.

Nessa Figura, k representa o coeficiente de cisalhamento.
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restart:
wi th(linalg):

# Equilibrio né 1 / ponto genérico S
# Submatriz K11

N: = - P1:
Vi= -QL:
M— - ML+QL* X

;=i nt (M2/ 2/ El +N*2/ 2/ EA+k* V" 2/ 2] GA, x=0. . L) :
Fll = hessian(U, [P1, QL, ML]):
K11: = i nverse(F11l):

# Equilibrio né 1/ n6 2
# Submatriz K21

X:= L:
P2:= N
Q.= V:
M= M
p2:= vector ([ P2, @, M]):

C = Jacob| an(p2,[P1, QL, ML]):
K21: = mul tipl y(C K11):
unassign('P2','@","M","X"):

# Equilibrio né 2 / ponto genérico S
# Submatriz K22

N = -P2:

V.= -Q2:

M= - M- Q*X

U

nt (m2/ 2/ El +N'2/ 2/ EA+k*V"2/ 2/ GA, x=0. . L) :
F22: = hessian(U, [P2, @, M]):
K22. i nverse(F22):

Figura 3.2 — Extracdo simbdlica da matriz de rigidez via Maple.

Através da rotina apresentada na Figura 3.3, a matriz de rigidez obtida pela

rotina anterior é codificada na linguagem C e armazenada no arquivo ’ el enent o’ .

# Montagem Matriz do el enento K

Ki= matrix(6,6,0):

for i to 3 do
for j to 3 do
K[i,j]:= K11[i,j]:
K[i+3,j]:= K21[i,j]:
K[i,j+3]:= K21[j,i]:
Kli+3,j+3]:= K22[i,]]:
od:

od:

wi t h( codegen):

C(K, fil enane="el enento’);

Figura 3.3 — Montagem da matriz e transformagao para C.
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3.3.2 — Sistema local x global

Os componentes dos vetores mostrados na Equacdo (3.1) se referem ao sistema
local de coordenadas u,v da Figura 3.4. Os vetores dessa equacdo devem, entdo, ser

rotacionados para o sistema de coordenadas global X,Y.

Pix=Picos0
P1Y=Plsen9

0Qy Qu=Qisend
Qirv=QicosO

Figura 3.4 — Sistema de coordenadas local/global.

Fazendo-se o equilibrio de forgas nas diregcdoes X e Y no ponto 1, tem-se:

Fx =Q,sen0+ P, cosO (3.23a)
Fy =Q,cos0—P, senb (3.23b)
M,y =M, (3.23¢)

com Fix e Fjy sendo a resultante das forcas do ponto 1 nas dire¢cdes horizontal e

vertical, respectivamente. Escrevendo-se as expressdes anteriores numa forma

matricial:
e
OFy O=RQ, O (3.24)
B\/‘[IXY H B\/‘[l H

chega-se na matriz de rotagdo, dada por:
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Ocos® senB® 0O

R=E—sen6 cos® O% (3.25)
g 0 0 19

A Equacdo (3.24) refere-se a rotagcdo dos vetores do n6 1. Para os dois nos, tem-

S€:

Ocos® senB 0 O
E— sen® cos O S
R, = B 0 0 1 B (3.26)
¢ 0 cos® senb 0
0 -sen® cos® OO
. 0 0 15

Multipicando-se agora a matriz de rotacdo do elemento R. em ambos os lados da

Equagao (3.1),

Rep = KeRew

e resolvendo-se entdo para as forgas nodais, chega-se a:

p = R;IKCRCW

A Equacao anterior pode ser escrita da seguinte forma:

p=K:w

onde K# ¢ a matriz de rigidez global do elemento, que ¢ definida segundo:

K¢ =R'K R,
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3.4 - ELEMENTO FINITO DE CURVATURA CONSTANTE

Como ilustrado na Figura 3.5a, o elemento finito proposto tem curvatura
constante, dois pontos nodais, cada um com trés graus de liberdade: um deslocamento

na dire¢do radial, outro na direcdo tangencial e a rotagcdo da secdo transversal, e sdo

representados, respectivamente, por vj, u; € @.

Ql,Vl

Pl,lll

(@ (b)

Figura 3.5 — (a) Elemento finito de curvatura constante; (b) Esforcos ponto genérico S.

A matriz de rigidez do presente elemento tem a forma apresentada na Equagdo
(3.1). Através do equilibrio de forcas e momentos entre o né 1 e um ponto genérico S,

como ilustrado na Figura 3.5b, escreve-se:

N =-P, cos8—-Q, sen 0 (3.27a)
V=P cos0-Q,senB (3.27b)
M =-P,r(l - cosB)-Q,rsen®-M, (3.27¢)

Definindo o comprimento infinitesimal do elemento como sendo ds =rd® e

substituindo as Equag¢des (3.27a,b,c) em (3.3), obtem-se:
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(P,r(cos®-1)+Q,rsen8-M, )’ rd6+j(P' cos@+Q, sen B’

U=l 2EI 2AE a9+
‘ i ‘ (3.28)
n(P, cos®+Q, sen ) d0
a 2AG

Desenvolvendo-se as integrais da (3.28) e derivando-se em relacdo a Py, Q; ¢

M, chega-se nos seguintes valores de uy, vi, € ¢, agora definidos de forma matricial:

w, =Fp,, (3.29)

com a submatriz de flexibilidade F;; sendo

Ij“11 f12 f13 E
Fll = %12 f22 f23 |:|
gB 23 f33 g
e os termos de flexibilidade f};, f),, ..., 32 € f33 definidos segundo:

3

f, = d (sen20( +20()+r—(60( —8sena +sen20()+ r (20( —sen20()
4EA 4EI GA
3

f,=-——(1—-cosa)’ + ——sen’ d - ——sen”

2EI 2EA

2
£, =%(d —senO()

3
£, =r—(20( —sen20()+L(2(x —sen20()+ r(]}r (20( +sen20()
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A submatriz K;; é obtida, de acordo com a Equagdo (3.6), através da inversa de
Fi1. A submatriz K5, é obtida de maneira semelhante a submatriz Ky, s6 que desta vez

estabelecendo-se equilibrio entre 0 nd 2 € um ponto genérico S. Assim, escreve-se:

N=-P,cos8+Q,senB (3.30a)
V=-P,sen6-Q, cosO (3.30b)
M = —P,r(1 - cos8) - Q,rsen 8- M, (3.30c)

e os valores de uy, v, € @ sdo dados segundo:

w, =F,p,, (3.31)

com a submatriz de flexibilidade F,, sendo

ﬂ‘44 f45 f46 E
F22 = %45 55 56 |:|
gé‘t f65 f66
e os termos de flexibilidade fu4, fys, ..., fss € fo definidos segundo:
o0 =15 f4s =15 45 =153
fos =1,,; fy =Ty
f =f

Através do equilibrio entre o n6 1 e o n6 2 (Figura 3.5a), chega-se a:

P, +P,cosa+Q,sena =0 (3.32a)
Q, +Q,cosa—P,sena=0 (3.32b)
M, +M, —ersena—Pl(r—rcosO()=0 (3.32¢)
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ou, numa forma matricial, isolando-se as variaveis P,, Q, e M; das expressoes

anteriores, chega-se a:

p, =Cp,, (3.33)

com a matriz C dada por:

0 —cosa -sena 0[O
C:E sen —cosa O B
@(cosa - 1) rsend  —1H

A Figura 3.6 apresenta uma rotina desenvolvida no Software Maple para a
extracdo da matriz de rigidez do elemento finito proposto nesta se¢do. Nesta Figura, k e
b representam o coeficiente de cisalhamento e o angulo de abertura do elemento,

respectivamente.
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restart:
wi th(linalg):

# Equilibrio né 1 / ponto genérico S
# Submatriz K11
N: = - Pl*cos(x)-QL*si n(x):
V: = P1l*sin(x)-Ql*cos(Xx):
M= -ML-P1*r*(1-cos(x))+QL*r*sin(x):
L =i nt ((MM2/ 2] EI +NM2/ 2/ EA+k*V~2/ 2/ GA) *r, x=0. . b) :
Fll hessi an(U, [ P1, QL, ML] ) :
i nverse(F11):

K11:

# Equilibrion6 1/ no 2
# Submatriz K21

X:= L:
P2:= N
QR:=V:
M2: = M
p2: = vector ([ P2, @, M]):

S = Jacoblan(pz [P1, QL, ML]):
K21: = rmltlply(S Kll)
unassign('P2',"@","M","X"):

# Equilibrio né 2 / ponto genérico S

# Submatriz K22

N: = - P2*cos(x) +Q*si n(x):

V.= -H2*sin(x)-@*cos(Xx):

M= -M—P2*r*(1-cos(x))-Q@*r*sin(x):

U =int((M2/2/ El +N2/ 2] EA+k*\V"2/ 2/ GA) *r, x=0. . b) :
F22: = hessian(U, [ P2, @, M2]):

K22: = inverse(F22):

Figura 3.6 — Extracdo simbdlica da matriz de rigidez via Maple.

Mais uma vez, através da rotina apresentada na Figura 3.3, o resultado da
extragdo simbolica obtida pela rotina anterior é codificada para a linguagem C ¢

armazenada no arquivo ' el enent o’ .

3.5— ELEMENTO FINITO PARABOLICO

De acordo com a Figura 3.7, o elemento finito curvo proposto tem formato
parabolico, possui dois nos, cada um com trés graus de liberdade: um deslocamento na
direcdo radial, outro na dire¢do tangencial e a rotacdo da segdo transversal,

representados, respectivamente, por vi, U; € @.

37



Figura 3.7 — Elemento finito parabolico.

Cada n6 do elemento ¢ definido seguindo um sistema de coordenadas global
através de suas distancias aos eixos coordenados e o angulo entre o eixo horizontal e
uma reta tangente ao elemento neste ponto nodal. Sdo esses angulos de tangéncia que
determinam a curvatura de cada elemento.

Uma pardbola ¢ o conjunto de todos os pontos num plano, eqiiidistantes de uma
reta e de um ponto fixos (veja a Figura 3.8). O ponto fixo ¢ chamado foco e a reta fixa ¢
chamada diretriz. A equagdo da parabola pode ser obtida através da defini¢do anterior.

Seja um caso particular de uma reta paralela ao eixo x, de equagdo y = a. O eixo
y € perpendicular a reta e contém o foco. A origem do sistema de coordenadas € tomada
como o ponto médio entre a reta ¢ o foco. O foco, entdo, tem as coordenadas F(0,-a).

Este ponto médio ¢ definido como o vértice da parabola.

A(-x,a)
—

reta diretriz, y =a

vértice, V(0,0)

-@foco, F(0,-a)

C(-x,-y)

Figura 3.8 — Definigdo da parabola.
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De acordo com a definigao, AC =CF , pode-se escrever:

JEx oy +Ey=a =JEx-0) +Cyra) .ou
< = day (3.34)

A expressao acima ¢ a equagdo da parabola. A tangente a curva em coordenadas

paramétricas ¢ definida como:

% o =tan® (3.35)

0x

Derivando-se entao a Equagao (3.34) em relagdo a x, obtem-se:

dy _x (3.36)
0x 2a

e igualando-se as Equacdes (3.35) e (3.36), chega-se a:
x =2atan0 (3.37)

A substituicdo da Equacdo (3.37) em (3.34) permite obter a seguinte expressao

para y:
y=atan’ 0 (3.38)
As expressoes (3.37) e (3.38) sdo as equagdes paramétricas da parabola. Sabe-

se, ainda, que o raio de curvatura de uma curva qualquer pode ser expresso como

(Leithold, 1982):
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r= (3.39)

Através da substituicdo da Equagdo (3.38) em (3.39), chega-se a uma expressdo

para R em fungdo do angulo de tangéncia 6, ou seja:

r=2asec’ 0 (3.40)

De acordo com a Figura 3.7, as equacdes de equilibrio entre o ndé 1 e um ponto

genérico S do elemento sdo dadas por:

N =P, (sina,sinB — cosa, cos B) — Q, (cos a1 ;sinB + sina, cos ) (3.41a)
V =P, (sin0, cos B + cosa,sinB) — Q, (sina,sinB + cos O, cos ) (3.41b)
M=-M, +P, |_2asin0(1(tan9 —tand,) +acosd,(tan> 6 — tan’ O(l)J+ (3.41¢)

+Q, [2a cosd, (tan O —tan ) + asind, (tan” 6 — tan” C(l)J
O comprimento infinitesimal do elemento é definido segundo:

ds =rd® = 2asec’ 6d0 (3.42)

Substituindo entdo (3.3) e (3.42) em (3.4) e aplicando-se a regra da cadeia,

€SCreve-se:

M—se Gd6+— N 36d6+— V—sec 6do (3.43a)
f f I

J’M—sec 9d6+—IN—s c 9d6+—IV—sec 8d6  (3.43b)
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@,

El) oM,

N
oM,

oV

sec’ 0d0  (3.43c)
oM,

sec39d9+2—a N sec’ 9d9+2—a \Y4
AE AG

Depois de derivar-se as Equacdes (3.41a,b,c) em relacio a Py, Q;, M; ¢

desenvolver-se as integrais das Equagdes (3.43a,b,c), chega-se nos seguintes valores

parauy, v; € @, definidos agora na forma matricial:

f12 f13 |:IDPI

7
£, fy %1 O
£, 13 1 H

mal=sle
I:I:II:I‘I:II:I
EUQE;UJ[:L

—_

—_
w

—em 4 op q. —em 4 op q. —em, —fm p q. —rm,
onde, f;, =f;] +ff +f; f, =15+ +f5; £, =17; f,, =1, +1), +15; ,; =1,

e f,, =f;;. Tém-se assim que os termos de flexibilidade f,7,f.f,...,f}, sdo dados

por:

m
f11

m
f12

m
fi3

m
f22

m
f23

m
f33

p
f11

p
f12

2a
=E[Da2 cos’ o, +4Ha’sen’ o, —4Ja’ senq, cosal]zlz;

:%[— Da’send, cosq, +2Ja2(sen2 a, —cos’ 0(1)+ 4Ha’ send, COS(XI]EIZ;
:%[acosal(B4—tan2 o,B3)-2asena, (B2 - tana, B3)[;

=§[Da2 sen’ a, +4Ja’send, cosa, +4Ha” cos’ 0(1]212;
:%[—asenal(B4—tan20(1B3)—2acoscxl(B2—tanO(IB3)]:12;
=§[B3]Zf;

:%[sen2 a,B6 +cos’ a,B8 +2senq, cosO(1B7]Zl2 ;

= % [senO(1 cosa, B9 - (sen2 —cos’ )B7]Z]2 ;
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£, =2—a[sen2 a,B8 +cos’ a,B6 - 2sena, cosO(lB7]Z2 ;
AE '

2 >
£ = D220 a,B6-2senq, cosa,B7 +sen’ O(1B8]Z ;
AG :

f3 =1—2§[sen0(1 cosa, (B8 - B6) + (sen2 a, —cos’ O(I)B7]gl2 ;€

2 2
3 :M[sen2 a,B6 +2sena, cosa,B7 +cos’ O(1B8]: ;
AG !

sendo D, H, J, B1, B2, ... ¢ B9 definidos de acordo com as expressdes abaixo:

D=B5-2tan’ a,B4 +tan* o, B3
H=B4-2tana,B2 + tan’ a,B3;

J=Bl-tana, B4 —tan’ a,B2 + tan’ o, B3;

Bl=lsec5 G—lsec3 0; B2 =lsec3 0; B3=lsecetan6+lln(sec9+tane);
5 3 3 2 2
| I 1 1

B4=Zsec Gtane—gsecetane—gln(sece+tan9);

B5= —Lsene +ltan5 BsecB +itan4 Bsen O + iln(sece+ tan 0)
16 6 24 16

—Lsen3 0 —L‘tan2 Osen’ O
48 48

B6=%secetan9—%ln(sec9+tanG); B7 =secB; B8 =In(secO+tanB) ;¢

B9 :%secetane —%ln(sece+ tan 0) .

A submatriz K;; é obtida entdo através da inversa de F;;. De maneira
equivalente obtem-se a submatriz K, através do equilibrio entre o ponto nodal 2 e uma

secdo genérica S. Assim, escreve-se:

N = (cosa, cos® —sena,sin@)P, — (sena, cosB + cosa, sen O)Q, (3.44a)
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V= —(cos a, senB+senaq, cos G)P2 - (sen o, sen B —cosd, cos G)Q2 (3.44b)
M=-M, -P, |_2asen0(2 (tana, —tan8)—acosa, (tan2 a, —tan’ G)J— (3.44c¢)

—Q2|_2'<1cos(>(2(tan0(2 —‘[an9)+asen0(2(tan2 a, —tan’ G)J

e os valores de uy, v, € @ sdo definidos segundo:

v, O O f f,,(OP, O
0 2 D_ 44 45 46 2 0
v, 0= %45 f55 fso > U
sz H g% 56 f66 2 H

onde os termos de flexibilidade sdo dados por:

f44 = _fll; f45 = _flz; f46 = _f13;
f55 = _fzz; fso = _f23
f66 = _f33

Ja a submatriz K, ¢ obtida através do equilibrio das for¢as ¢ momentos entre os

nods 1 e 2. Dessa forma, introduzindo ; para 0 nas Equagdes (3.41a,b,c), chega-se a:

p, =Cp,
lj:l 02 CSS
onde C = %:4 Cs Copg
B, ¢ ¢
Os coeficientes ¢y, C», ..., Cg € Co sd0 definidos de acordo com:
c, =—send, sen0, —cos0, cosd,;

c, =send, cosO, —cos0, send,; ¢; =0;
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c, =send, cosO, —send, cos,; ¢, =c,; ¢, =0;
— 2 2
o —2asen0(1(‘[an0(2 —tanal)—acosal(tan a, —tan 0(1);

8 :2acosa1(tan0(2 —tan0(1)+asen0(1(tan2 a, - tan’ 0(1); c, =-1

A Figura 3.9 apresenta uma rotina desenvolvida no Software Maple para a

extracdo da matriz de rigidez do elemento finito proposto nesta se¢do. Nesta Figura, k

represe

nta o coeficiente de cisalhamento e al e a2 representam o angulo de tangéncia

nos pontos nodais 1 ¢ 2 (0; e 03), respectivamente.

restart:
with(linalg):

# Equilibrio né 1 / ponto genérico S

# Submatriz K11

N = (si n(al) sin(x)- cos(al) cos(x))*Pl-

(cos(al)*si n(x) +sin(al)* cos(x))*

V:= (si n(al) cos(x) - cos(al) Si n(x))*Pl-
(sin(al)*sin(x)+cos(al)*cos(x))*QL

M= -M+(2*a*sin(al)*(tan(x) -tan(al))+a*cos(al)*(t an(x)"2-
tan(al)"2))*P1+( 2*a*cos(al)*(tan(x)-tan(al))+a*cos(al)*(tan(x)"2-
tan(al)”2))*QL

U =int((M2/ 21 El +N~2/ 2/ EA+K* A2/ 2/ GA) *2*a*sec(x) "3, x=al..a2):
F11: = hessian(U, [P1, Q, M]):

K11: = inverse(F11):

# Equilibrio né 1/ né6 2
# Submatriz K21

x:= b:
P2:= N
.=V
M2: = M
p2: = vector ([ P2, @, M]):

S: = jacobi an(p2, [ P1, QL, ML]):
K21:= mul tiply(S, K11):
unassign('P2',"@@","M","X"):

# Equilibrio né 2 / ponto genérico S

# Submatriz K22

N: = (cos(aZ) cos(x)-si n(a2) Si n(x))*P2-
(sin(a2)* cos(x) +cos(az2)*si n(x))*

V. = (cos(a2) Si n(x) +sin(a2)* cos(x)) P2+(sin(a2)*si n(x) -
cos(a2)*cos(x))*Q

M= - M- (2*a*si n(a2) (tan(a2) tan(x))-a*cos(a2)* (tan(a2)"2-
tanEx;"Z;%*PZ (2*a*cos(a2)*(tan(a2)-tan(x))+sin(a2)*(tan(a2)"2-
tan(x)"2))*

U =int(((M2/2/El +N\2/ 2] EA+k*V"2/ 2] GA) *2*a*sec(x) *3, x=al. . a2):
hessi an(U, [ P2, @, M2] ) :
i nverse(F22):

F22:
K22:

Figura 3.9 — Extracdo simbdlica da matriz de rigidez via Maple.
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ELEMENTO FINITO CURVO:
FORMULACAO EM DESLOCAMENTOS

4.1 - INTRODUCAO

A formulagdo do elemento finito curvo a ser abordada agora para modelagem de
arcos circulares ¢ baseada na aproximacao do campo de deslocamentos. O Capitulo 2 e
os artigos recentes de Friedman e Kosmatka (1998) e Litewka e Rakowski (1997,
1998), fornecem a base teorica necessaria para entendimento deste capitulo.

As fungdes de interpolacdo usadas para aproximar o campo de deslocamentos
sdo formadas por fungdes algébricas-trigonométricas, cujos pardmetros sdo obtidos
através do uso das trés equagoes diferenciais homogéneas de equilibrio estatico de uma
viga curva.

Na proxima secdo sdo apresentadas as caracteristicas geométricas do elemento
finito proposto, o niimero de nos, seus graus de liberdade e as dire¢des e os sentidos das
forcas e deslocamentos. Sdo definidas também as matrizes D e J, que estabelecem as
relacdes deformacdo-deslocamento e tensdo-deformacdo, respectivamente. Ainda na
Secdo 4.2, sdo obtidas as trés equacdes diferenciais homogéneas de equilibrio estatico
de uma viga curva.

A Secdo 4.3 apresenta as funcdes de interpolagdo adotadas; ja na Segdo 4.4 ¢
fornecida a expressao da matriz de rigidez do elemento finito curvo proposto.

A ultima secdo deste capitulo tem o objetivo de apresentar outra definicao,
baseada agora numa aproximag¢do mais refinada do campo de deslocamentos, da matriz

de rigidez do elemento curvo.



4.2 - EQUACOES BASICAS

O elemento finito circular mostrado na Figura 4.1 tem raio de curvatura inicial r
e dois pontos nodais, cada né com trés graus de liberdade. Como no capitulo anterior,
os deslocamentos tangencial ¢ normal sdo definidos como u e v, e a rotacdo da se¢do
transversal como . As forcas resultantes tangencial e normal sdo, mais uma vez,
definidas como P e Q, e o momento fletor resultante por M. A viga curva tem angulo de

abertura o = 26,.

Qi,va a Qx,v2
/

o i
Pl,lll ! 2 Pz,uz

\

Figura 4.1 — Elemento finito de curvatura constante.

Para o elemento considerado, a relacdo tensdo-deformacdo ¢ definida pela

Equacao (2.30), que ¢é reescrita a seguir:
c=J,¢ 4.1)

onde, novamente, escreve-se 6 ={N \Y M}, g ={£0 Yo K} e a matriz

constitutiva J,:

A 0 00
J,=00 nGA 0p
50 0 EIf
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J& a relagdo linear deformacao-deslocamento, de acordo com a Equagdo (2.22),

¢ definida por:

€ =Du (4.2)

onde, mais uma vez, escreve-se &' = {80 Yo K}, u' = {u v (@ € a matriz D:

As trés equacgdes diferenciais homogéneas de equilibrio estatico de uma viga
curva podem ser obtidas através da Equacgdo (2.7), que define a energia interna de

deformacao de um elemento genérico, ou seja:

2 2 2
U= M dx + N dx + v dx 4.3)
2EI 2EA 2GA

Substituindo-se agora as Equagdes (4.1) e (4.2) em (4.3), chega-se a:
U=t v P+ L nfRe - VE + Q ——(p%x (4.4)
2 0x 2 [Px

Observe que a energia interna de deformacdo U ¢ funcdo da variavel
independente x, dos deslocamentos e rotacdo da secdo, e de suas derivadas primeiras,

ou seja:

Oou Ov G(pH

4.5
ax dx > 0x [ *5)

U= UB{ u,v, @

47



Estabelecendo-se entdo a condigdo de estacionaridade para a energia interna de

deformacdo U, ou seja, fazendo-se U =0, chega-se a:

_ 1 Q 1 1N
3Mu = EJ’M 6%;.% %1)( + EJ'N EEE Bix —J'T ovdx +

Mx 0

Qs s L ros M L rosei -
+EJ'?6udx+5J'Q5é;£XEhX 2IQ5(PdX 0 (4.6)

Com a integracao por partes da expressao anterior, escreve-se:

<1):J-BQ 1ONGY J’B_+15—QB vx -
[Pr 20

26xD

laM
J' S o Dqﬂ X +— Néu\ +— Qé\ +— Mécq =0 (4.7)

e como du, dv e d@Psao variagdes arbitrarias, segue que:

Q_N_, (4.82)

r oOx

N,Q_ (4.8b)

r ox

0+M_j (4.8¢)
0x

que representam as equagdes diferenciais homogéneas de equilibrio estatico do

elemento em estudo. Sendo o comprimento infinitesimal do elemento definido como

dx =1d0, e substituindo-se (4.1) e (4.2) na Equagdes (4.8a,b,c), obtém-se:

0’ ov
GA -EA—H1 +(nGA + EA)— —nGArp=0 4.9
Ew aezﬁi (n )ae NGArg (4.9a)
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du 92 a0
EA +nNGA)—+HNGA—-EAH —nGAr—=0 4.9b
(EA+n )aeET Pree %” "0 (4.95)
ov 10°
GAu +nGA —+ — -nGA =0 4.9
nGAu+nGA -+ LS - rEo (4.9¢)

que representam a forma final das equacdes homogéneas procuradas.
As condi¢bes de contorno geométricas e naturais que devem ser satisfeitas nas

extremidades do elemento sdo fornecidas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Condi¢des de contorno.

| Geométrica | Natural |
u=u _EA[Pu B
=— -v
r 6 [
V=V nGA ov
= + -
Q= %1 2 rq’@
0= _El 09
r 06

4.3 - FUNCOES DE INTERPOLACAO

Nesta se¢do sdo apresentadas fungdes de interpolacdo usadas para aproximar o
comportamento dos deslocamentos tangencial, radial e a rotagdo da se¢do transversal do

elemento em estudo. Friedman e Kosmatka (1998) consideraram que os deslocamentos

uev, e arotacdo @, poderiam ser aproximadas da seguinte forma:

u=c, +c,x+c, cosB§H+ c4xcosB§H+c5 senB§H+ c&sen@ﬁ (4.10a)
Or O Or O Or O Or Qg

v=a, ta,x+a, cosgaﬂhxcosﬁ’i& a, senB§H+ a X senB’iH (4.10b)
Or O Or O Or 0

Ur O

@=b, +b,x +b, COSB§B+b4x COSBEB'F]DS senB§B+b6xsenB’iH (4.10c)
Or [ r [0 Or O Or O
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ou, numa forma matricial:

(4.11)

=

I

Z
e
O OO0

onde,uT:{uv@;cT:{cl C, C; €4 Cs Cgs
aT={a1 a, a3 ay as aé} ebT={b1 b, by by bs bé} sdo parametros a

serem determinados; ja a matriz N tem a seguinte forma:

N, 0 0[
_0 0
N=g0 N, 0p
50 0 N,{

sendo Ny =§ X COSBEE XCOSBEH sin@E XSinB’i%.
Or O r] O Or

Deve-se salientar que os parametros a;j, b;j e ¢, onde i=1..6, ndo sdo todos
independentes. Eles podem ser determinados partindo-se do principio que as fung¢des de
forma adotadas para aproximar u, v e @ satisfagam exatamente a forma homogénea das
equacdes diferenciais de equilibrio estatico (Equagdes 4.9a,b,c). Assim, substituindo-se
as Equacdes (4.10a,b,c) nas Equacdes (4.9a,b,c), e procurando-se satisfazer as

condicdes de igualdade, chegam-se nas seguintes expressoes:

(EA +nGA)a, —nGArb, +nGAc, =0 (4.12a)
~NGArb, +NGAc, =0 (4.12b)
~NGAD, +(EA +nGA), —EAa, =0 (4.12¢)
~EAa, =0 (4.12d)
-NGArb, + nGAc, +nGAa, =0 (4.12¢)
~NGArb, +nNGAc, =0 (4.121)
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(EA +nGA), - (EA +nGA)a, —nGArb, =0
(EA +nGA), + (EA +nGA)a, —nGArb, =0
- (EA +nGA)a, - (EA +nGA), —nGArb, =0

- (EA +nGA)a, + (EA +nGA), —nGArb, =0

NGAc, —nGAa, —%GAr +E§>6 =0
r

nNGAc, + NGAa, —HqGAr+EH)4 =0
O r [

(EA +nGA)a, - NnGArb, +2EAc, -
~(EA +nGA)a, +(EA +nGA), =0
(EA +nGA)a, —nGArb, - 2EAc, +
+(EA +nGA); +(EA +nGA)a, =0
-2nGAa, +NGArb, —nGArb, + (EA +nGA),
~(EA+nGA), - (EA +nGA), =0
2nGAa, —NGArb, —nGArb, + (EA +nGA), -
—(EA +nGA)a, + (EA +nGA), =0

EI 2El

nNGAa, —EnGAr+— s —Tb4 -NGAa, +nNGAc; =0

r [
2EI

nGAa, - H]GAr +EH)3 +—>b, +nNGAa, +nNGAc, =0
0 r 0 r

(4.12¢)
(4.12h)
(4.12i)

(4.12))

(4.12k)

(4.121)

(4.12m)

(4.12n)

(4.120)

(4.12p)

(4.12q)

(4.12r)

Com a solucdo do sistema de Equagodes (4.12a,b,...,r) obtém-se 6 parametros

os parametros independentes (Friedman e Kosmatka, 1998). Dessa forma:

k k
a,=0;a, =k_l(as +C3)§ ag :k_(_a3 +Cs);
2 2
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expressos da maneira mais simples se a;, a3, as, i, ¢3 € c5 forem escolhidos para serem



b, =—; b, =a—1; b, :ZnGA (a5 +c3); (4.13a-1)
r r k,

_2nGA

k2 (a, —cs); by =0;

b, =0; b, =

C,=a;;c,="a,ec,=a,

com as constantes k; e k, definidas de acordo com:

k, =nGAr* +nGI + EI
k, =nGAr*> —-nGI + EI

Observe que as relacdes (4.13a-1) podem ser escritas na forma matricial:

(4.14)

malmale
I:DEHIDI:J
-
o

— : T - . .
onde d" —{a1 a, a; ¢ ¢, C 5} e amatriz T" € organizada da seguinte forma:

10 0 0010000 0 0 1 00 0 0O
900 k, 00001 00-k, 0 0 0 0 -k, 0
D00 0 0k 000k 1 0 0 0 Kk 0 0 0O
400 0 0000000 0 r 0 00 0 o
©01 0 0k 000k 0 0 0 0k, 0 0 o0
D00 -k, 1000000k, 0 0 00 k, 07

sendo as constantes k3 e k4 dadas por:

k

3

— kl
k,
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As deformagdes podem ser obtidas em funcdo dessas coordenadas generalizadas

d substituindo-se (4.14) e (4.11) na Equagdo (4.2), ou seja:
¢ =BTd (4.15)
onde B = DN, sendo essa matriz B definida de acordo com a expressao abaixo:

0o 1

gNl __Nl 0 S

X T

1 d J

Or o0x a
0
H

Eo o N,

Com a substitui¢cao da Equacao (4.15) em (4.1), obtém-se as tensdes resultantes

do elemento em funcdo das coordenadas generalizadas d. Assim, escreve-se:
c=J,BTd (4.16)

Finalmente, através da substitui¢do das rela¢des (4.13a-1) em (4.10a,b,c), e

atribuindo-se x = -10,, chegam-se nas expressdes de u;, v; e @ em funcdo das

coordenadas genéricas d. De maneira andloga, considerando no segundo ponto nodal

x =10,, obtém-se uy, v» ¢ @ em fungdo de d. Essas expressdes, apds algumas

manipulagdes algébricas, sao ilustradas a seguir:

u, =-18,a, -8, cos0,a, +k.a, +c, +(cos®, +k,)c, +(k, —senB, ), (4.17a)

v, =a, +(cosB, —k)a, —(k, +senB, Ja, —k.c, +k.c, (4.17b)

@ =-0, +k,senB,a, +k, cosB,a, +lc1 +k, cosB,c, -k, senB,c, (4.17¢)
r
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u, =rB,a, +16,cosB,a, +k.a, +c, +(coseo +k5)c3 +(sen90 —k6)05 (4.17d)

v, =a, +(cos8, -k, Ja, + (k, +senB, Ja, +k,c, +k.c, (4.17e)

@, =0,a, —k,senb,a, +k,a; +lcl +k,cosB,c, +k,senb,c, (4.17%)
r

onde ks e k¢ s@o constantes dadas por:

ks =18k, sen B,
k, =18,k, cos0,

Mais uma vez, pode-se empregar a forma matricial para representar as relagdes

(4.17a-1), ou seja:

w=Nd (4.18)

sendo w' :{ul Vi @ u, Vv, (pg1 ; amatriz N € organizada da seguinte forma:

+ 16, -k kg 1 (cos®, +k,) (k. —senB,) O
S 1 (cosB, -k;) -(k,+senB,) 0 -k, ks B
N:E]—GO k,sen®, k, cosO, I/t k,cosB, -k, senb, B
06, k, kg 1 (cos®, +k,) —(k, —sen8, )D
% 1 (cos®, -k;) (k,+sen6,) 0 Kk k, 0
06, -k, sen®, k, cosO, I/r  k,cosB, k,sen®, [J

4.4 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

A matriz de rigidez do elemento finito curvo em estudo pode ser obtida

partindo-se da energia interna de deformacgao, ou seja:
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IGTe rd® (4.19)

A substituicdo entdo das relagdes (4.15) e (4.16) em (4.19), fornece para U a

seguinte expressao:
e0
U :%dT TTEI B"J,B rdGETd (4.20)
8
ou, numa forma mais compacta:
1 .7
= Ed K,d (4.21)

sendo a matriz de rigidez K, definida, ainda no sistema de coordenadas generalizadas,

pela expressao:

e0
K,=T'Hf B"J,B rdGET (4.22)
8y

Através da substituicdo da Equagdo (4.18) 0 d = Nlw O em (4.21), chega-

se numa nova expressdo para a energia interna de deformacdo, agora no sistema de

coordenadas ‘fisicas’ w, isto é:
1 (_ —
U=—w' (N I)TKaN 'w (4.23)
2
ou, novamente, numa forma mais compacta:

1
= EWT K, w (4.24)
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onde K, é a matriz de rigidez procurada. Sua expressao ¢ mostrada a seguir:

K, =(N7)'K, N (4.25)

4.5 - MATRIZ DE RIGIDEZ EXATA

Nesta se¢do ¢ apresentada uma outra defini¢do da matriz de rigidez do elemento
finito curvo baseada na aproximagdo do campo de deslocamentos. Litewka e Rakowski
(1997, 1998) estabeleceram que os deslocamentos u e v, e a rotacdo @ poderiam ser

expressos em fung¢do dos seus valores nodais da seguinte forma:

u = Nyup + Ny vy + Ny + Nju, + No v, + Nogo, (4.26a)

v = Ny + Nyyvy + Ny@ + Noup + N3 vy + N2, (4.26b)
— 1 1 1 2 2 2

@= Ngu; + Ny, Vi + Nogp + Ng,up + N, vy + N, (4.26¢)

sendo as fungdes de interpolacao NiWp ,comi=1,2, w=u,v,Qe p=u,v,Q definidas, em

termos da coordenada angular 8, de acordo com:
N,,=C, +C,8+C,cos0+C,Bcos0+C senB+C,BsenB (4.27)

onde Ci, C,, ... e Cq sdo parametros a serem determinados para cada uma das fungdes
Ni,vp . Pode-se concluir, portanto a existéncia de um total de 108 pardmetros C; a serem

calculados.
Esses parametros C; podem ser obtidos seguindo procedimento sugerido por

Friedman e Kosmatka (1998), que foi adotado na Secdo 4.3; ou seja, partindo-se do

principio que as fungdes de forma lep satisfagcam exatamente as equacdes diferenciais
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homogéneas de equilibrio estatico do arco (Equagdes 4.9a,b,c). No entanto, ao contrario
da formulacdo anterior, os valores das coordenadas genéricas d sdo obtidos atribuindo-
se deslocamentos unitarios nos apoios (u; = 1, vi=1e @ = 1, i=1,2). Dessa forma, para
cada atribui¢ao de valor unitario nos apoios, obtém-se 6 parametros independentes (aj,
as, as, C1, C3 € C5) € 12 pardmetros dependentes, que seguem as mesmas relagdes em
(4.13a-1). Assim, resolve-se o sistema de equagdes (4.18), por exemplo para u; = 1
(w' = {l 0 00O 0}), e obtém-se os valores das coordenadas genéricas d para a
primeira condi¢do de contorno.

As Tabelas 4.2, 4.3 ¢ 4.4 apresentam os valores dos parametros obtidos para
para as condigdes de contorno u; = 1, vi =1 e @ = 1, respectivamente. Nessas tabelas &

adotada, por simplicidade, a notagdo:

g=_fL 1 Bl 1. (4.282)
I']GA a2 EA a2

d; =a’d; e, = a’e; (4.28b)

s =sena; s, =senB; c =cosq; cy =cosO; (4.28¢)

D, = O((O( +sen0()(1 +d, +el)—2[2(1 —cosO()+ ad,; sena]; (4.28d)

D, = O((O( +sen0()(1+d1 +el)—20(sen0((1+e1); (4.28e)
1 1 1 1

'=—+—;D'=—-—A'=1+d; +e; A"=1-d; +e (4.281)
D, D, D, D,

onde d e e sdo, respectivamente, variaveis adimensionais que caracterizam os efeitos

cisalhante e de membrana no elemento curvo.
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Tabela 4.2 — Coeficientes C; para o deslocamento tangencial u; =1 (N ).

C &) GCs
1 2 1 2 A
—-—0as -—s —[D'c+D"]A“0(sO +—0s, +—0(200——sos
2 D, 2 D, 1 D,
2 1 A, 1 1
—a(l+c -—(1-c¢c —D'sA"as, + —a“s, —2[—0dc, +—(1—¢)s
) (I+c) Dl( ) 2 0o, 4% [D2 0 Dl( )80 ]
1 1 -¢)0 10 s O 2 A'
e+ i[hs _1_2(1 C)D —d)c+D" BA So (aco—zso)
D, 20 | g2, 2 D, O 20 O(D1 0 D2
sp 02 a
_—2?.])—2(1_(:) as +lg
C4 CS C6
uw —i(xco —l[D'c +D"[A"ac,, +i(a +5s)c A 0(250 iO(SO
: 2 D, 2D, D,
A' 1 A, 2 !
uv - —0as -—D'sA"ac, + —a“c, + —[as, + (1 —c¢c)c —-—0ac
D, o : 0% 5p; @ ¥ plasy + (1 -e)ey] b o
Al 10 2s O ! 2 2 '
W ——(acy =2sg) | —D'c+D"-———[A"cy + ——0sy + — (=5, — o) + —as
T I Y ap, 3 0" 5p, @0 T p, G T D,
a2 a
C—g [2(1-c¢) —as] + 10
a 1 0
Tabela 4.3 — Coeficientes C; para o deslocamento radial vi=1 (N, ).
Cl C2 C3
1 2 0 A’ 1 2
Nuw -—s - —a’sy +=D'A"s s + —c,s
D, 2D, 2 D,
N‘W 2 0 A 2 1
-—(1-c — a’c, +—(1-c)c, ——(D'c - D")A"as
Dl( ) oD, % (I-c)cy 2( ) 0
Nl 1 02 o| O 10 2 O A'
— 2(1-c)—as]+1 ——M's—— (1 -c¢)[A"s, + ——a0Qs
L7 Cp(20-9-0s1+10 Lo a5, (T OF s ¥ 35-as
1 02 |
+— [2(1-c)—as]+1[®,
a 1 O
Cy Cs Cs
1 A' A’ 1 2 !
Ny —0s, ——O(zcO ——D'A"cy08 + —s,s —olc,
D, 2D, 2 D, ,
1 A' A' 2 1 !
N ——0c, ——0(250 +— (1 -c)sy +=(D'c-D")A"ac —als,
5 2D, D, 2 D,
N Al 1 2 IX IX
® -—s —[D's=——(1-¢)]JA"c;, + —(=0c, —s —-——(0cy —2s
S0 2[ aDl( )A"c, D, (2 0 ~So) GDI( 0 ~2s¢)
1 g 2
+—d+—[20-¢)- GS]BO
a°g D
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Tabela 4.4 — Coeficientes C; para a rotagao ¢ = 1( N:W ).

C C, C3
1 1 2 2
aNg, -—a’s -—0as —0250
D2 Dl 2
1 1 2 2
aNg, — a’(+c) - ad-c) -~ aZ,
D, D, D,
N 1 1 102 0 2
o —sa+ —G—[2(1-¢) - as] +17 - —as,
2 2 a ISD_ O D,
Cy Cs Ce
1 0 2 0
aNg, _azco
I)l
1 0 2 0
aNg, —0(250
D,
N! 0 2 0
00 —(2s, —0c
D] (2sg 0)

Ja as fungbes de forma Ni,p, com w =u,yv,Qe p = u,v,@ sdo obtidas atribuindo-

se valores unitarios para o apoio 2. Essas func¢des de forma sao dadas segundo:

NG (6,) =N, (=8,): N§,(B,) = -N,, (= 8,): N, (68,) = N, (- 6,)

N%, (90)=—NLU( ) ( ) (_ 90); Nicp(eo): _Ninp(_ eo)

NG (8))=Ng (=8,): NG, (8)) = —Ni, (=8, ): N¢i(6,) = Niy (- 6,)

Com a obtencao das funcdes de forma N chega-se na matriz de rigidez do

wp >
elemento curvo através da substitui¢do das Equagdes (4.26a,b,c) na expressdo da
energia interna de deformacao, Equacao (4.3), e em seguida usando-se as condi¢des de
minimo em relagdo aos deslocamentos nodais. Essa matriz de rigidez é considerada
como sendo exata por Litewka e Rakowski (1997, 1998), e totalmente livre dos efeitos
espurios de membrana e de cisalhamento. Ela contém a influéncia das forgas
cisalhantes, que € importante para analise de arcos de secdo transversal de altura
grande, bem como a influéncia das for¢as de membrana, que ¢ fundamental no estudo

de arcos com altura da se¢do transversal pequena. As componentes dessa matriz de
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rigidez sdo mostradas a seguir. Note que basta fazer d; ou e; igual a zero em (4.28b)

para se negligenciar os efeitos da for¢a cisalhante ou de membrana, respectivamente.

EI
Ko=—Slkl Ky =k, (4.29)

e ij ji
onde:

ki = a*(D'+ D"cosa);
ki, = ot D"sena ;

2
ki3 = -o(D'+ D"cos ) +Eazsen0( ;
1

ki = a*(D"+ D'cosa) ;

ks = a* D'sena ;

2
kig = o’(D" + D'cosa) —D—O(zsenO( ;
1

ky = a*(D'- D"cosa);

2
ko3 = -a’ D"sen) +HO(2(1 —cosQ);
1

koy = —a* D'sena ;

kys = a*(D"- D'cosa);

2
ko = O(3D'sen—D—O(2(l —cosQ);
1

4
k33 = 0(3(D‘ + D"cosO) +1+D—(1 —cosO —0Osend);
1

2
ksy =k = o’ (D" + D'cosa) —Hazsena ;
1

k3s = ko = -’ D'sen+ Diaz(l —cosq)
1
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4
ksy = —qz(D'cosG +D")-1-—(—cosa —asend)
1

kgy =k = 0(4(D' + D"cos0);

k45 = _k12 = _04 D"Sel’lCX 5

2
kye = ki3 = ~a*(D' + D"cosa) +Eazsen0( ;
1

kss =k, =a*(D'- D"cosa);

2
k56 = _k23 = C(3 D"Send)—Hdz(l—COSG);
1

4
kge = k33 = o’ (D' + D"cosa) +1+D—(1—cosO( —Osenq).
1
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D

ELEMENTO FINITO CURVO:
METODO HIiBRIDO

5.1 - INTRODUCAO

A formulagdo do elemento finito unidimencional circular a ser abordada neste
capitulo para modelagem de arcos circulares foi introduzida inicialmente por Kim e
Kim (1998). A matriz de rigidez deste elemento ¢ obtida através de uma formulacio
hibrida, usando o principio variacional de Hellinger-Reissner.

As funcdes de interpolacdo para os deslocamentos apresentam fungdes
quadraticas e cubicas, em adi¢do as fungdes de interpolacdo lineares usuais. Sdo
consideradas também fungdes de interpolagdo para as tensdes resultantes.

Na se¢do seguinte sdo apresentadas as caracteristicas geométricas do elemento
finito proposto, bem como o numero de nods, graus de liberdade, direcdo e sentido das
forcas e deslocamentos. Sdo definidas também as matrizes D e S, que estabelecem as
relacdes deformagdo-deslocamento e deformagao-tensao, respectivamente.

A Secdo 5.3 apresenta as funcgoes de interpolacdo para os deslocamentos e para
as tensdes. Na ultima secdo ¢ fornecida entdo a formulagdo da matriz de rigidez do

elemento finito proposto.

5.2 — PRINCIPIO VARIACIONAL DE HELLINGER-REISSNER

O elemento finito curvo mostrado na Figura 5.1 tem curvatura inicial r e dois
pontos nodais, cada nd com trés graus de liberdade. Os deslocamentos tangencial e

normal sdo definidos como u e v, ¢ a rotagdo da secdo transversal como @ As forgas



resultantes tangencial e normal sdo definidas como P e QQ, e 0 momento fletor resultante

por M. A viga curva tem angulo de abertura O.

Figura 5.1 — Elemento finito de curvatura constante.

A matriz de rigidez do presente elemento sera obtida através da aplicacdo do
principio variacional de Hellinger-Reissner (Kim e Kim, 1998). Tem-se assim que a

energia potencial total para um elemento ¢ definida segundo:
M, =U+Q (5.1)

onde:

J'Hs g ——GtSGEX e

Q:_Zpiui +Qv, + M@ .

1=

Os vetores de tensdo e deformacdo presentes na equagdo anterior sdo definidos
segundo o' :{P Q M} eg' :{80 Yo K}; e S € a matriz constitutiva, que relaciona

deformagao-tensao.

A relagdo linear de deformagao-deslocamento, de acordo com (2.22), ¢ dada:
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€ =Du (5.2)

sendo D definida pela Equagdo 2.23.

Ja a relacdo tensdo-deformacdo para o elemento considerado ¢ definida pela

Equacdo (2.27), que € reescrita a seguir:

c=J¢

Resolvendo-se a equagdo anterior para o vetor de deformagdes €, obtém-se:

€=So

sendo S a matriz constitutiva definida de acordo com:

O 1 1 0
O EaA 0 EA U
0 r 0
1
s=0 o — O 5.4
= A = (54)
0 1 1 U
0o — 0 —+——10
0 trEA El EAr Qg

5.3 - FUNCOES DE INTERPOLACAO

Nesta se¢do sdo apresentadas as fungdes de interpolagdo usadas para aproximar
o comportamento dos deslocamentos e tensoes.

Usando-se a coordenada adimensional §=6/a, onde 0<& <1, tem-se que as

fungdes de interpolacdo para os deslocamentos sdo dadas por:

u=(1-8u, +&u, +&(1-8&a, +&*(1-8a,
v=(1-§v, +&v, +E1-8b, +E(1-¥)b,
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0= (1 - E)(p1 + E(pz + E(l - E.)c1 + Ez(l - E)Cz

onde uy, uy, vi, V2, ¢ ¢ @, de acordo com a Figura 5.1, representam os valores nodais
dos deslocamentos e rotacdo. Observe que as funcgdes de interpolacdo possuem, em
adicdo as fun¢des de interpolacdo lineares usuais, a funcdo quadratica E(l —E) e a
ctibica &’ (1 - E), cujos respectivos parametros sdo deslocamentos localizados entre os

pontos nodais, representados por a;, ap, by, by, ¢; € ¢,. Assim, de uma forma mais

compacta, pode-se escrever:

u:[Nc } Nb] (55)

=3

Fie
DI:I‘D
Z
[=5

onde:
w' ={u1 v, @ u, Vv, (pz}
dg :{al b, ¢ a, b, Cz}

Q=& 0 0 3 0 0 O
N=Bo -5 o o ¥ .

B0 0 1-& o 0 1=

BE(I -&) 0 0 &(1-9) 0 E
N,=pg © &(1-¢) 0 0 &1-¢) 0 _

H o 0 §(1-8) 0 0 E1-9f

Substituindo-se a Equagdo (5.5) em (5.2), obtem-se a deformagdo ndo s6 em
funcdo dos deslocamentos dos pontos nodais mas como também em fungdo dos pontos

intermediarios no elemento finito, ou seja:

c=Bd (5.6)

onde, B=DN, ou:
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D1 &1, L & i1-% _g-g) o, 2o _g0-y) 0
ar I'1 ar 11' } E(I(II'E) : ;E E2 ((111' E) ZE EEZ 0
B:D%—E -l 2L g ~&(1-¢) -2(-¢)
g r ar r ar boor ar r ar , E
0o o L o o L 0 0 1-28 0 0 2838 0
0 ar ar i ar ar
Ja para as tensdes resultantes P, Q e M sdo utilizadas as seguintes aproximagdes:
P=p, +&B, +&°B,
Q=B, +&B, +&’B,
M =B, +&B; +&°B,
onde (B; (i = 1,2,...,8,9) sao chamados de parametros de forga. As equagdes anteriores

podem ser reescritas de forma mais compacta, ou seja:

c=Pp (5.7)
onde P ¢ a matriz que contém as fungdes de interpolagdo das tensdes e ¢ dada por:
o ¢ & 00 0 00 0O
P= %) 0 0 1 & & 00 0 E (5.8)
@) 0 0 00 0 1 & & H
B"={B. B B: B. Bs By B, B B}

5.4 - FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO

O potencial de Hellinger-Reissner ¢ entdo obtido substituindo-se as relagdes
deformacdo-deslocamento e constitutiva, Equagoes (5.6) e (5.7), em (5.1). Dessa forma,

€SCreve-se:
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1
m, = [B'P'Bddx —— [B'P'SPpdx -Q'd (5.9)
Jrrmessy

onde,

Q' ={p!o}={P, O M, P, Q, Myi0 0 0 0 0 (e

dt:{w:db}:{ul v, @ u, v, @ ia a, b b, ¢ CJ'

Como as cargas externas sdo aplicadas apenas nos pontos nodais, tem-se entdo

que Qp = 0. Sabendo-se que o comprimento infinitesimal do elemento ¢ definido como:
dx =rd0 =ardg (5.10)
e atribuindo-se:

G =[P'Bardf = [P'[B, | B,Jard =[G, | G,], com (5.11)

1 1 ! 1 1
o1 -le, 0 1 -28, 0 | 0 --8 0 0 Lg o
0 i 1 i b $ 1 i
0-— -8, 0 — --8, O 6, -—  ——ug, 0
o 2 6 2 3 L6 12 12 20
o 1 2 1 1 1 1 1 1
o-- -——=8 0 - -—8, 0 1 -—  -=8 -—  -—8, 0
g3 12 1 E R 20 1 10 30 1
0—e, -1 -—8r -8, 1 ——0r ! -9, 0 -29r —8, (—
[c ‘G]—B%e ! %Or %e ! %eri ?e ! ?er 1129 112er
1g,]=B1 L 2z L 1 . - -4 L
¢ 8560 2 6" 3" 2 3ol 6 12 20° 12 20 "
I
S P A U S A
012 3 12 4 3 471 20 6 20 30 0 30
0o 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
] i
g o 0 . 0 0 1 0 0 . 0 0 -1
D % | ? ;
2o 0 - 0 0 S 0o 0 -2 0 0 -—
B 3 30 6 10
e
—_— t
H = [P'SPard¢, com (5.12)
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O 9A, -36A,  30A, 0 0 0 -9\,
. 192\, -180A, 0 0 0 36\,
0 180A, 0 0 0 -30A,
0
| D 9N, —36A, 30\, 0
H'=—0 192A,  —180A, 0
r'6, 0
‘0 180A, 0
E 9,
0
%imétrica

36A,  -30\, O
1920, 180, J
180, —180A,00
0 0 g
0 0o O
0 0 g
-36\,  30A, E
192A, —180\,[
180\, H

onde, )\1=E(Ar2+1), A, =tEI, )\3=r]GAr2 e )\4=r2EI, chega-se, apds a

substitui¢do de (5.10), (5.11) e (5.12) em (5.9), na seguinte expressao:

M, =p'Gd —%B‘HB -Q'd

(5.13)

Observe que “TR” ¢ uma fungdo dos pardmetros B ¢ d. A condicdo de

estacionaridade de T exige que:

:aﬂéd+aT[R

OTt
* od op

3B =0

e como “dd” ¢ “Of” sdo variagOes arbitrarias, segue que:

M _ o Gd-HB=0
op
ot

=0 G'B-Q=0
3d B-Q

(5.14a)

(5.14b)

que sdo as duas equacdes que devem ser satisfeitas para o equilibrio do elemento em

estudo. Resolvendo-se (5.14b) para os pardmetros de forgas e depois substituindo-se o

resultado em (5.14a), chega-se a:
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HGQ =Gd (5.15)
A expressdo anterior pode ser resolvida para obtenc¢do do vetor de forgas, isto é:
G'H'Gd=Q (5.16)

Expandindo-se agora a matriz G e os vetores d e Q,
; Ow 0l OpO
1 | —
“AH7[G, |G| 0=G O (5.17)
G 5,5 00

e efetuando-se o produto das matrizes do lado esquerdo da igualdade anterior, chega-se

a:

[G'H'G, G'H"'G,[w0_[pO

) L., 0=0.0 (5.18)
HSLH‘GC GH'G,qd,0 00

que pode ser reescrita numa forma mais simplificada, ou seja:

Ij<cc Kch DDW D Epl:'
0=0.0 (5.19)
B‘bc K, %iblj EQD
sendo,
K, =GH"'G,,comi=cb;j=cb (5.20)

Isolando-se entdo na segunda equagdo de (5.19) o vetor de deslocamentos ndo

nodais dy, tem-se:

d, =-K, K, w (5.21)
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e subtituindo-se o resultado na primeira equacdo de (5.19), obtem-se:

K, w-K, K, K, w=p,ou

(ch - K, KK, )W =p,ou

K. w=p (5.22)
onde K, ¢ a matriz de rigidez do elemento, que pode ser obtida através da expressao:

K, =K, -K, K, K,..

€ cc
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6

PROGRAMA COMPUTACIONAL

6.1 - INTRODUCAO

Este capitulo traz os procedimentos computacionais utilizados na
implementa¢ao das formulagdes dos elementos finitos mostrados nos Capitulos 3, 4 ¢ 5.

O programa computacional foi desenvolvido em linguagem C e entdo
compilado na plataforma Mac OS 9.0.4. Este programa ¢ capaz de efetuar analises
lineares de sistemas estruturais formados por barras, com énfase na modelagem de
arcos.

A Figura 6.1 apresenta o fluxograma geral do programa computacional
desenvolvido. O primeiro procedimento a ser realizado pelo programa principal ¢ a
leitura do arquivo de dados de entrada. Estes dados definem o niimero de elementos
finitos para a modelagem, o tipo de elemento finito, as propriedades fisicas da estrutura,

geometria da modelagem, condi¢des de contorno e o carregamento externo atuante.

Entrada de dados >

\

Montagem do problema

\

Solugdo da problema

Y

C Saida de resultados )@

Figura 6.1 — Fluxograma simplificado do programa.




O procedimento seguinte consiste na montagem da matriz de rigidez global da
estrutura em estudo e do vetor de cargas externas. Em seguida, ¢ entdo efetuada a
analise do problema. Como ultimo procedimento tem-se a montagem do arquivo de
saida, onde sdo armazenados e apresentados os resultados da analise.

Na secdo seguinte € ilustrado o procedimento de leitura do arquivo de dados de
entrada, onde sdao detalhadas as opgdes de modelagem, variacdo da secdo transversal e
carregamento externo. A Secdo 6.3 apresenta o procedimento de montagem da matriz
de rigidez global da estrutura.

Durante a apresentacdo das etapas do programa principal ao longo das secdes
seguintes, sdo ilustrados os dados de entrada para a andlise do sistema estrutural

mostrado na Figura 6.2.

F=1kN
r=4m
0=160

E =205 GPa
G =90 GPa
n=0.85

Figura 6.2 — Modelagem da estrutura.

6.2 - DADOS DE ENTRADA

Esta secdo apresenta o procedimento de leitura do arquivo de dados de entrada.
O fluxo destes dados é controlado por um conjunto de macro-comandos como ilustrado
na Figura 6.3, que fornece o arquivo de dados a ser utilizado na modelagem do arco

presente na Figura 6.2.
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dad Macr o- comando

4 5 1 nel em npoin, isim
205. 0e9 90. 0e9 0.85 E, G n

cir Macr o- comando

4.0 60.0 r, ©

sec Macr o- comando
014 parin, elem, elenf
0.24 0.0072 A

cnt Macr o- comando
1111 no, u, v, o
5111

f or Macr o- comando

3 -1.0e3 0. 0. no, P, ¢, M

5 0. 0. O.

Figura 6.3 — Exemplo de um arquivo de dados

A Tabela 6.1 ilustra os macro-comandos possiveis de serem lidos e a
correspondente tarefa associada. As varidveis de controle e as propriedades fisicas,
fornecidos no arquivo de entrada, sdo definidos na subsecdo 6.2.1. Na subse¢do 6.2.2
sdo apresentadas as opgdes de modelagem, destacando-se a montagem da Matriz de
Dados Nodais.

A subsecao 6.2.3 apresenta as opcoes para a variagao da se¢ao transversal, onde
destaca-se a criacdo da Matriz de Dados dos Elementos. Na subsecdo 6.2.4 €
apresentada a leitura das condigdes de contorno e entdo ilustrada a Martriz das
Condigoes de Contorno da estrutura da Figura 6.2. Na ultima subsecdo sdo apresentadas

as opcoes de entrada das cargas externas.
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Tabela 6.1 — Declaracdo dos macro-comandos.

| Macro-comando |Descrigﬁo

DAD Entrada de pardmetros de controle

PAR Modelagem de arco paraboélico

CIR Modelagem de arco circular

COO Modelagem aleatoria

CNT Entrada de condi¢bes de contorno

SEC Entrada de dados da secdo transversal

FOR Entrada de cargas (for¢a e/ou momento) concentradas
DIS Entrada de carga unifomemente distribuida

RAD Entrada de pressao radial uniforme

FIM Finaliza os dados de entrada

6.2.1 — Variaveis globais (Macro-comando DAD)

Nesta subsecdo sdo apresentadas as variaveis de carater global fornecidas pelo
usudrio do programa no arquivo de entrada. A Tabela 6.2 fornece os nomes dessas
variaveis, juntamente com suas defini¢des. Sdo destacados nesta tabela as variaveis de
controle, como o nimero de elementos para a modelagem NELEM, o numero de no6s
NPOIN, a variavel TIPO, que define o elemento finito a ser utilizado para a analise da
estrutura e a variavel ISIM, que representa o indicador de simetria da estrutura. Quando
a estrutura em estudo apresenta simetria de geometria e de carregamento, pode-se entdo
modelar apenas parte da estrutura. Caso a estrutura apresente essa dupla simetria, a
variavel ISIM ¢ definida com valor 0. Caso contrario, define-se essa variavel com valor
1.

Sdo destacados também as propriedades fisicas da estrutura, como o mddulo de
elasticidade longitudinal E, o mddulo de elasticidade trasnversal G e o coeficiente de
cisalhamento Nn. Se o coeficiente de cisalhamento for nulo (N = 0), o efeito do esforco

cortante ¢ desconsiderado na analise do problema.
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Tabela 6.2 — Variaveis globais.

| Varigvel | Definicio
NELEM Numero de elementos
NPOIN Numero de nos
TIPO  Tipo de elemento
Se TIPO =1 - Elemento finito reto (Secdo 3.2)
Se TIPO =2 - Elemento finito circular (Sec¢do 3.3)
Se TIPO =3 - Elemento finito parabodlico (Se¢ao 3.4)
Se TIPO =4 - Elemento finito circular (Capitulo 4.3)
Se TIPO =5 - Elemento finito circular (Capitulo 4.4)
Se TIPO = 6 — Elemento finito circular (Capitulo 5)
ISIM  Indicador de simetria
Se ISIM =0 - Existe simetria
Se ISIM =1 - Nao existe simetria
Modulo de elasticidade longitudinal
Modulo de elasticidade transversal
Coeficiente de cisalhamento

= ||

6.2.2 - Modelagem

A modelagem de uma estrutura consiste na criacdo da Matriz de Dados Nodais,
onde sdo definidas as coordenadas, angulo de tangéncia e raio de cada ponto nodal.
Pode-se optar por trés tipos de modelagem, sendo dois deles realizados
automaticamente, depois de fornecidos alguns dados especificos da estrutura.

Nos sub-itens seguintes sdo apresentadas as opgdes de modelagens automaticas

(arco parabolico e arco circular) e a op¢do de modelagem manual.

6.2.2.1 - Arco parabélico (Macro-comando PAR)

Um arco com geometria parabdlica pode ser modelado automaticamente. Para
essa modelagem ¢ necessario fornecer os seguintes dados: o comprimento do vdo (L) e
a altura da flecha (f).

A Matriz de Dados Nodais ¢ gerada automaticamente definindo-se as

coordenadas x e y num sistema cartesiano. A origem deste sistema corresponde ao
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primeiro ponto nodal da estrutura, como ilustrado no Figura 6.4. Além das coordenadas
cartesianas, sao calculados o angulo de tangéncia e o raio para cada ponto nodal.

A equacdo do arco parabolico da Figura 6.4 ¢ definida segundo:
1 >
y=—-——(x" —Lx) (6.1)
4a

onde, a ¢ a distancia do vértice ao foco da parabola. O valor de a pode ser obtido

substituindo-se o ponto conhecido V (veja Figura 6.4) na Equacdo (6.1), ou seja:

O angulo de tangéncia de cada n6 pode ser obtido derivando-se a Equagao (6.1)
em relagdo a x e depois substituindo-se o resultado na Equagao (3.35), para em seguida

resolvé-la para o angulo 6. Assim:
0 = arctan E!LLH (6.2)
O 4a [

O raio de cada ponto nodal pode ser obtido de acordo com a Equagao (3.40), ou

seja:
r=2asec’ 0 (6.3)

A Matriz de Dados Nodais é entdo obtida utilizando-se as Equagoes (6.1), (6.2)

e (6.3). O primeiro né da estrutura modelada ¢ inicializado individualmente, ou seja:

x1=0; y;=0; 0, =arctanB_—LHe r, =2asec’ 0,
O4a O
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e as coordenadas dos demais nds da estrutura sdo obtidas através das seguintes

expressoes:
. —L
X, =X, +dx; y, =—L(xi2 -1x,); 6, =arctanMHe r, =2asec’ 6,
4a 0 4a [

onde i=2, NPOIN e dx = L / NELEM.

V(L/2,f)

Ye

Figura 6.4 — Modelagem arco parabdlico.

6.2.2.2 - Arco circular (Macro-comando CIR)

Um arco com geometria circular pode também ser modelado automaticamente.
Para essa modelagem as seguintes informagdes precisam ser fornecidas pelo usuario do
programa: meio angulo de abertura do arco (0) e o raio (r).

O sistema de coordenadas tem origem no centro do arco, como apresentado na
Figura 6.5. Observe que os valores de x ¢ y podem ser obtidos diretamente nesta Figura.
O primeiro n6 da estrutura modelada, como no caso do arco parabolico, € inicializado

individualmente segundo:
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a, =—@; X, =-rsen@®; y, =rcos@er, =r
os dados dos demais nos da estrutura sdo obtidos através das seguintes expressoes:
a, =a,_, +d@; x, =rsend,; y, =rcosq,; r, =r

1 1

sendo i=2, NPOIN e do=20/ NELEM.

Xi O X

Figura 6.5 — Modelagem arco circular.

6.2.2.3 — Coordenadas aleatorias (Macro-comando COO)

As coordenadas dos pontos nodais podem também ser fornecidas manualmente,

de maneira aleatéria. Seja a estrutura da Figura 6.2, que consiste de um arco circular bi-

engastado.

A referida estrutura ¢ entdo subdividida em quatro elementos finitos circulares.

Os pontos nodais 1 e 5 estdo localizados nos engastes, € o ponto nodal 3 esta localizado

no vértice do arco. Os dados de cada nd da estrutura, como coordenadas x e y, angulo
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de tangéncia (0) e raio, sdo fornecidos entdo individualmente como ilustrado na Tabela

6.3.

Tabela 6.3 — Dados de cada n6 do Sistema Estrutural em estudo.

‘ No ‘ X ‘ y ‘ ) ‘ Raio ‘
1 0.0000 0.0000 -60.0 4.0
2 1,4641 1,4641 -30.0 4.0
3 3,4641 2.0000 0.0 4.0
4 5,4641 1,4641 30.0 4.0
5 6,9282 0.0000 60.0 4.0

6.2.3 — Secao transversal (Macro-comando SEC)

As informagoes sobre a area e a inércia da se¢do transversal de cada elemento
finito da estrutura modelada sdo armazenados na Matriz de Elementos. Pode-se entdo
atribuir valores distintos de area e inércia para cada elemento finito da estrutura.

Foram implementados dois tipos de variacdes de sec¢do transversal. O primeiro

tipo de variacao foi proposto por Belluzzi (1971) e segue as seguintes expressoes:

A =— [ =—= (6.4)

onde, A, e I, sdo a area e a inércia do vértice do arco, respectivamente; A e Iy sdo a
area e a inércia, respectivamente, de uma segdo transversal num ponto genérico x do
arco. Nesse ponto genérico o arco tem um angulo de tangéncia 6. Para utilizar essa
opcao ¢ necessario informar os valores da area e inércia da secdo transversal do vértice
do arco estudado. O angulo de tangéncia de cada elemento ¢ obtido fazendo-se a média
entre os dngulos de tangéncia dos nds deste elemento.

O outro tipo de variagdo da secdo transversal foi apresentado por Darkov e

Kouznétsov (1982), e segue a seguinte expressdo da altura da secao transversal:
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ha _hV
+
X v L/2

X| (6.5)

onde, h, e h, sdo as alturas das segdes transversais do apoio ¢ do vértice do arco,
respectivamente. A altura da secdo transversal num ponto genérico x tem valor hy para
uma secdo transversal retangular. O valor da area e inércia de cada elemento sdo

calculados seguindo as seguintes expressoes:

3
A =bh el = blhzx (6.6)

onde b é a base da secdo transversal.

Para utilizar essa op¢do ¢ necessario que o usuario informe os valores de h,, h, e
b. A abcissa de cada elemento é obtido fazendo-se a média entre as abcissas dos nos
deste elemento.

A Tabela 6.4 fornece um resumo das opgoes de variagdo da secdo transversal.

Tabela 6.4 — Opgdes de variagdo da secdo transversal.

| Variavel PARIN | Variacio da seciio transversal |

0 Constante
1 Belluzzi (1971)
2 Darkov e Kouznétsov (1982)

Se a estrutura apresentar se¢do transversal constante, deve-se entdo informar
diretamente a 4rea e inércia. A estrutura modelada da Figura 6.2 tem area e inércia
constantes. Na Tabela 6.5 pode ser vista a Matriz de Elementos do sistema estrutural

apresentado na Figura 6.2.
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Tabela 6.5 — Secdo transversal.

| Elemento | Area | Inércia |
1 0.24 0.0072
2 0.24 0.0072
3 0.24 0.0072
4 0.24 0.0072

6.2.4 — Condicoes de contorno (Macro-comando CNT)

Apo6s a definigao dos pontos nodais do modelo estrutural, pode-se comecar a
montagem da Matriz de Condi¢ées de Contorno, onde os trés graus de liberdade de
cada no6 sdo inicialmente definidos com o valor 0. O valor 0 indica que o deslocamento
estd livre e o valor 1 indica que o deslocamento esta impedido.

A Tabela 6.6 apresenta as condicdes de contorno da estrutura da Figura 6.2.
Observe que todos os deslocamentos dos nds 1 e 5 estdo impedidos, o que caracteriza

um engastamento.

Tabela 6.6 — Condi¢des de contorno.

N | ow | v [ ¢ |
1 1 1 1
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5 I i 1

Ao utilizar o macro comando CNT, o usuario deve informar o nimero do nd e

em seguida definir as condigdes (impedido ou livre) dos seus deslocamentos e rotagao.
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6.2.5 — Cargas externas

Nesta subsecao sdo apresentadas as opg¢odes de entrada do carregamento externo.
O vetor de cargas ¢ entdo montado durante a leitura destes carregamento. Foram
elaboradas trés opg¢des de entrada de carregamento externo.

A primeira op¢ao de entrada, definida pelo macro-comando FOR, permite a
leitura das cargas concentradas (forgas e/ou momentos) aplicadas diretamente num
certo ponto nodal. Para usar essa op¢do é necessario informar o nimero do nd, o valor
da forga concentrada, a inclinagdo desta for¢a em relagdo ao eixo vertical e o valor do
momento fletor neste ponto.

As cargas concentradas nos nos dos elementos finitos sdo diretamente
introduzidas no vetor de cargas nodais equivalentes total, considerando seus sinais
corretos, nas posigoes correspondentes aos graus de liberdade a que elas se relacionam.

Outra op¢do de entrada, definida pelo macro-comando DIS, consiste na
colocacdo de carga uniformemente distribuida ao longo dos elementos finitos. Para usar
esta opgdo € necessario que o usuario forneca os nimeros dos elementos finitos (inicial
e final) que vao receber o carregamento, o valor da carga por unidade de comprimento e
o angulo de inclinagdo desta carga em relacdo ao eixo vertical.

A tltima opc¢do de entrada, definida pelo macro-comando RAD, permite a
leitura dos dados referentes a uma pressdo radial uniforme atuante ao longo dos
elementos finitos. Para usar esta opgdo é necessario que o usuario fornega: os numeros
dos elementos finitos (inicial e final) que vao receber o carregamento e o valor da carga
por unidade de comprimento.

No caso de carregamento localizado fora dos pontos nodais, deve-se obter um
carregamento nodal equivalente (macro-comandos DIS ¢ RAD). A Figura 6.6 ilustra,
por exemplo, o carregamento nodal equivalente ao das cargas uniformemente
distribuida aplicada no elemento.

Depois de montado o vetor de cargas nodais equivalente, deve-se entdo
rotacionar as cargas de cada n6é da direcdo horizontal/vertical para a direg¢do
tangencial/radial, no caso de analises utilizando o elemento finito parabdlico e os
circulares. No caso de emprego do elemento finito reto desenvolvido no Capitulo 3, o

vetor de cargas externas devera permanecer na diregdo horizontal/vertical.
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Figura 6.6 — Carregamento nodal equivalente.

O vetor de cargas externas aplicadas num sistema estrutural modelado, por

exemplo, com quatro elementos finitos, tem a seguinte forma:

pT:{Pl Q M, P, Q M, P, Q M, P, Q M, P Q Ms}

onde P;, Q; e M; sdo as forgas tangencial (normal), radial (cortante) e 0 momento fletor
aplicados em cada nd. No caso do sistema estrutural apresentado na Figura 6.2, o vetor

de cargas externas tem os seguintes valores:

p™={0 0 010 0 0}0 -1000 0/0 0 0/0 0O @.

6.3 — MONTAGEM E ANALISE DO PROBLEMA

Nesta secdo ¢ apresentado o procedimento de montagem da matriz de rigidez
global da estrutura. Essa montagem consiste no agrupamento das matrizes de rigidez de
cada elemento da estrutura modelada.

Como ja definido nos capitulos anteriores, a matriz de rigidez de cada elemento

finito tem a seguinte forma:
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(6.7)

que os nos do sistema estrutural em estudo s3o numerados

sequencialmente e que o primeiro n6 do elemento seguinte corresponde ao ultimo nd do

elemento anterior (veja Figura 6.2). Por esse motivo, como mostrado na Figura 6.7, os

coeficientes ndo-nulos da matriz de rigidez global estdo agrupados em uma faixa

diagonal denominada banda do sistema de equacdes. Fora da banda, existem apenas

coeficientes nulos. A Figura 6.7 apresenta o sistema de equacdes da estrutura da Figura

6.2, destacando-se a montagem da matriz de rigidez global do sistema.

o

Semi-banda
[ >
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O~ 0 0O
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Figura 6.7 — Matriz de rigidez global.
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Depois de montada a matriz de rigidez global, resolve-se o sistema de equacdes

da Figura 6.7 para a obten¢do das incognitas do problema (deslocamentos e rotacdo em
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cada ponto nodal). Evidentemente, o vetor de incdgnitas do problema estara na mesma
direcdo que o vetor de cargas externas impostas na estrutura. A Tabela 6.7 apresenta os
deslocamentos nodais da estrutura da Figura 6.2, para o emprego do elemento circular

apresentado no Capitulo 3.

Tabela 6.7 — Deslocamentos de cada ponto nodal.

| N6 |Tangencial| Radial | Rotacio |

1 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00
2 3,35E-07 -3,23E-08 -6,22E-07
3 0,00E+00 -2,03E-06 0,00E+00
4 -3,35E-07 -3,23E-08 6,22E-07
5 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00

Ja a Tabela 6.8 fornece os esforcos internos resultantes em cada elemento finito
da estrutura.

Tabela 6.8 — Esforcos internos em cada elemento finito.

[Elemento., Pi | Qi [ ™M | P | Q | ™M |
1 -803,384 -391,501 -191,749 891,501 -62,642 -160,721
2 -891,501 62,642 160,721 740,742 -500,000 442,317
3 -740,742 -500,000 -442,317 891,501 62,642 -160,721
4 -891,501 -62,642 160,721 803,384 -391,501 191,749

Esse problema foi proposto por Litewka (1998), e usado aqui para exemplificar
o processo de modelagem de uma estrutura usando o programa computacional

desenvolvido.
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7

EXEMPLOS NUMERICOS

7.1 —-INTRODUCAO

Através da analise de problemas estruturais encontrados na literatura, pretende-
se neste capitulo verificar a eficiéncia das formulagdes de elementos finitos estudadas
neste trabalho (Capitulos 3, 4 e 5) através da analise de varios problemas de equilibrio
que possuem solugdes analiticas ou numéricas na literatura.

Um resumo das formulagdes ¢ apresentado na Tabela 7.1, onde sdo destacadas
as abreviaturas usadas ao longo do capitulo para identificar cada uma delas. Na mesma
tabela sdo apresentadas também algumas caracteristicas importantes de cada
formulacdo.

Neste trabalho, o ‘erro percentual’ dos resultados obtidos através das diversas
formulagdes, em relagdo ao valor apresentado na literatura, € calculado através da

expressao:

resultado pre sen te trabalho — resultado literatura

ERRO% =100x (7.1)

resultado literatura

No primeiro exemplo, um arco parabolico biengastado, que possui solucdo
analitica apresentada em Leontovich (1959), é analisado para diferentes situagdes de
carregamento. E realizado um estudo sobre a eficiéncia dos elementos parabolico WAN
e reto TIM e verificada a influéncia da relagdo f/ L (veja Figura 7.1) sobre as reagdes
de apoio do arco para um certo caso de carga. Além disso, sdo tragados os diagramas de
momento fletor para todos os casos de carga. Como ultima analise, sdo tragadas as

linhas de influéncia das reagdes de apoio para um caso de carga.



L

Figura 7.1 — Arco parabodlico biengastado.

No segundo exemplo sdo comparados os resultados obtidos usando-se WAN e
TIM, na modelagem de um arco com inércia variavel. A solucdo analitica desse sistema
estrutural ¢ apresentada em Belluzzi (1971).

No terceiro exemplo sdo analisados dois sistemas estruturais circulares esbeltos
de segdo transversal constante. Esses sistemas estruturais serdo usados aqui com o
objetivo de testar as formulagcdes AKT, LIT, KIM e FRI na obten¢@o dos deslocamentos
e esforcos. A solucdo analitica desses sistemas estruturais sdo apresentadas em
Raveendranath et al. (1999).

No quarto exemplo ¢ estudado um sistema estrutural circular espesso cuja
solugdo analitica também ¢ apresentada em Raveendranath e Pradhan (1999). Este
sistema estrutural ¢ usado aqui com o objetivo de testar as formulagdes AKT, LIT,
KIM, FRI ¢ TIM na obtengdo dos deslocamentos e esfor¢os. Além disso, é verificada a
influéncia do indice de esbeltez na convergéncia das formulacdes circulares.

O ultimo exemplo deste capitulo consiste de um arco que tem geometria circular
e se¢do tranversal constante. A razdo de esbeltez deste arco ¢ de r / t = 6.667, o que o
caracteriza como espesso. Este exemplo tem como objetivo analisar os deslocamentos
radiais do arco obtidos através das formulagdes LIT, AKT, KIM, FRI e TIM para duas
situagdes de carregamento. Como ultima analise, os dois casos de carga desse exemplo
sdo estudados para diferentes valores da razao de esbeltez e também angulo de abertura,

verificando-se a influéncia do efeito da forca cortante para estas relagoes.
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Tabela 7.1 — Resumo das formulacgdes.

A e verae o Formulagao g
Referéncia bibliograficas rag Caracteristicas
(abreviatura)
¢ Elemento parabdlico;
. e Método da flexibilidade;
» Marquis ¢ Wang (1989) WAN e 2°Teorema de Castigliano;
e Teorema da Reciprocidade de Maxwell.
*  Rakowski (1989) *  Elemento reto;
e Paramasivam, Ramachandre e TIM e Método da flexibilidade;
Muthiah (1992) e 2°Teorema de Castigliano;
¢ Friedman e Kosmatka (1993) * Teorema da Reciprocidade de Maxwell.
¢ Elemento circular;
*  Método da flexibilidade;
Akhtar (1987) AKT e 2°Teorema de Castigliano;
e Teorema da Reciprocidade de Maxwell.
¢ Elemento circular;
. e Principio da Energia Potencial minima;
e Friedman e Kosmatka (1998) FRI - . . o
*  Fungdes de interpolacdo trigonométricas
para os deslocamentos.
¢ Elemento circular;
* Litewka e Rakowski (1997, ’ M§t0fiq da ﬂex1b111.dade; . f
1998) LIT »  Principio da Energia Potencial minima;
*  Fungdes de interpolagdo trigonométricas
para os deslocamentos.
¢ Elemento circular;
e  Formulagao hibrida;
« Kim e kim (1998) KIM e Principio variacional de Hellinger-

Reissner;
*  Fungdes de interpolagdo para os
deslocamentos e tensoes.
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7.2 — ARCO PARABOLICO BI-ENGASTADO

Neste primeiro exemplo, um arco parabodlico ¢ analisado para quatro casos de
carga. Na primeira subsecdo ¢ feita uma analise de convergéncia, comparando-se os
resultados obtidos através das formulacdes WAN e TIM. Ainda nessa subsegdo ¢é
verificada a influéncia da relagdo f/ L (flecha / vao) sob as reagdes de apoio do arco.

Na subse¢do 7.2.2 sdo tragados os diagramas de momento fletor para os quatro
casos de carga. Ja na ultima subsecdo, sdo tragadas as linhas de influéncia das reagdes

de apoio para o arco.

7.2.1 — Analise de convergéncia

O arco biengastado ilustrado na Figura 7.2 tem secdo transversal constante, e de
acordo com as dimensdes geométricas fornecidas na figura chegam-se aos seguintes
valores para a distdncia do vértice ao foco (Equagdo 3.34) e o raio de curvatura (ponto
no vértice, Equagdo 3.40): a = 6.25 m e r = 12.5 m. Como r >> t, o efeito da forca
cortante ¢ muito menor que as contribui¢des do momento fletor e forca axial; assim,

pode ser desprezado da analise (N = 0).

L=5.00m
h=025m
A=0.15x10"m’
1=0.2812x10" m*

Segdo |:| t=0.15m E =205GPa

transversal: v=03

b=0.10m
Figura 7.2 — Arco parabolico: propriedades geométricas.

Como mostrado na Figura 7.3, o arco ¢ investigado para quatro casos de carga.
Nos Casos 1 e 2, a carga concentrada P = 1 kN esta localizada no vértice do arco, nas
diregdes vertical e horizontal, respectivamente. J4 no Caso 3, o carregamento ¢

composto de trés cargas concentradas verticais, equidistantes entre si, também de valor
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P =1 kN. No ultimo caso de carga tem-se uma carga uniformemente distribuida ao

longo de todo o comprimento arco, de valor q = 1 kN/m.

Caso 1 Caso 2
P
L2 L2 L2 L2
\ I—
\/ \/ N / ‘\/
Caso 3 Caso 4
P P P
L/4 L/4 L/4 L/4 q

Figura 7.3 — Arco parabdlico: carregamentos atuantes.

Os resultados analiticos dos esforgos axial, cortante e momento fletor dos quatro
casos de carga estdo presentes no livro de Leontovich (1959) e serdo usados aqui para
comparar os resultados obtidos com os elementos WAN e TIM. A Figura 7.4 apresenta

as posigoes, direcao e sentido positivo dos esfor¢os comparados neste exemplo.

Mv
‘ M2
P1 | P2
E— s
M1

Ql Q2

Figura 7.4 — Esforcos: direcdo e sentidos positivos.

Nos casos de carga 1, 3 e 4, devido a dupla simetria (geometria e carregamento),
apenas metade do arco foi modelada, com restricao do deslocamento axial u e rotacdo @

no vértice (veja Figura 7.5).
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Caso 1 Caso 3 Caso 4
P2 P P/2

L2 L4 L/4 a

Figura 7.5 — Modelagem do arco: casos 1, 3 e 4.

A Tabela 7.2 apresenta os valores das reagoes de apoio P; e M, obtidos pelas
formulagcdes WAN e TIM, para o caso de carga 1, utilizando modelos estruturais com 1,
2, 3, 4, 5 e 6 elementos finitos. Nessa tabela sdo apresentados também o0s erros
percentuais dessas reagdes em relagdo a solucio exata.

Note que, para essa situagdo de carga, que com apenas um elemento WAN
foram obtidas as reagdes de apoio P; e M; proximas as da solu¢do exata. No entanto,
para a formulagdo TIM foram necessarios dois e seis elementos para se chegar a valores
proximos da solugdo exata para as reacdes P; e M, respectivamente. Os resultados

desta analise também sdo apresentados na Figura 7.6.

Tabela 7.2 — Caso 1: carga concentrada vertical.

| N.elementos | P, | ERRO% | M; | ERRO% |

1 3690,064 4,964 -168,281  -49,319

2 3516,768 0,035 296,577  -10,680

3 3506,716  -0,251 -317,378 4,415

4 3504,679  -0,309 -324,513 -2,266

5 3503,993  -0,329 -327,792 -1,278

6 3503,688  -0,338 -329,568 -0,744
WAN (1 elem.) 3503,171  -0,352 -333,589 0,467
Solucdo exata 3515,555 -332,037
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No. Elementos
(a) Reag@o de apoio P1

No. Elementos
(b) Reagao de apoio M1
Figura 7.6 — Caso 1: reagdes de opoio P; e M,

A Tabela 7.3 apresenta os valores das reagoes de apoio Q; e Mj, obtidos pelas

formulagcdes WAN e TIM, para o caso de carga 2, utilizando modelos estruturais com 2,

4, 6, 8, 10, 12 e 22 elementos finitos. Nessa tabela sdo apresentados também os erros

percentuais dessas reagdes em relagdo a solucio exata.

Tabela 7.3 — Caso 2: carga concentrada horizontal.

| N.elementos | Q; |[ERRO% | M; | ERRO% |

2 49,465 31,907 -0,111 -99,644

4 40,500 8,001 23,445 -24,976

6 38,836 3,563 27,775 -11,121

8 38,254 2,009 -29,290 -6,271

10 37,984 1,290 -29,992 -4,026

12 37,837 0,900 -30,373 -2,807

22 37,603 0,274 -30,983 -0,854
WAN (2 elems.) 37,504 0,012 -31,239 -0,035
Solucao exata 37,500 -31,250

Note que, para essa situagdo de carga, com apenas dois elementos WAN foi

possivel obter as reacdes de apoio Q; e M; proximas a da solugdo exata. No entanto,

para a formulagdo TIM foram necessarios 12 e 22 elementos para se aproximar da

solugdo exata de Q; e Mj, respectivamente. Os resultados desta analise sdo também

apresentados na Figura 7.7.

92



X 10.00 X 100.00
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2 0.00 | & s000{
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-10.00- < ’ 60.004
. 40.004
-20.001 . o >< CTIM \>\< o >< - TIM
, 20.004 e
-30.004 ——— WAN e WAN
xX- - -X-
0.00 .
'400(} T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
No. Elementos No. Elementos
(a) Reagdo de apoio Q1 (b) Reagdo de apoio M1

Figura 7.7 — Caso 2: reagdes de opoio Q; ¢ M.

A Tabela 7.4 apresenta os valores da reacdo de apoio M; e momento fletor
localizado no vértice M, para o caso de carga 3. Nessa tabela sdo apresentados também
os erros percentuais dessas reagdes em relacdo a solugdo exata, para modelos estruturais
com 2, 4 e 8 elementos finitos.

Observe que para essa situacdo de carga, mais uma vez, com apenas dois
elementos WAN foi possivel obter os momentos fletores M; e M, proximos daqueles da
solugdo exata. No entanto, para a formulagdo TIM foram necessarios oito elementos

para se chegar a valores préximos a solugao.

Tabela 7.4 — Caso 3: trés cargas concentradas.

| N.elementos | M, |[ERRO% | M; | ERRO% |

2 242348  -23,053 389,421 22,688

4 -300,708 -4,523 332,540 4,767

8 -314,952 -0,001 317,713 0,096
WAN (2 elem.) -315,561 0,193 318,406 0,314
Solucido exata -314,954 317,408

A Tabela 7.5 apresenta os valores da reagdo de apoio M; para o caso de carga 4.
Nessa tabela sdo apresentados também os erros percentuais dessa reagdo em relagdo a

solugdo exata, para modelos estruturais com 1, 2,4, 6, 7,9, 10 ¢ 12 elementos finitos.
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Note que, para essa situacdo de carga, foram necessarios doze elementos WAN
para se aproximar da solucdo exata. No entanto, para a formulagdo TIM, foram
necessarios apenas quatro elementos para se obter valores proximos a solucdo exata

para a reagdo M. Os resultados desta analise também sdo apresentados na Figura 7.8.

Tabela 7.5 — Caso 4: carga uniformemente distribuida.

[N.elementos| TIM | ERRO% | WAN | ERRO % |

1 -422,800 -18,827 -102,053 -80,407
2 -495,936 -4,786 -398,410 -23,510
4 -517,592 -0,628 -489,172 -6,085
6 -521,738 0,168 -506,629 -2,733
7 -522,619 0,337 -510,355 -2,018
9 -523,582 0,522 -514,439 -1,234
10 -523,861 0,575 -515,628 -1,005
12 -524,224 0,6449 -517,177 -0,7081

Solucio exata -520,865

ERRO%

2 4 6 8 10 12
No. Elementos
Figura 7.8 — Caso 4: reag@o de opoio M.

Com o intuito de verificar a influéncia da relagdo f/ L sobre as reacdes de apoio,
o primeiro caso de carga ¢ analisado para diferentes valores de f, mantendo-se constante
o valor de L. A Tabela 7.6 apresenta os valores da reacdo de apoio P; obtidos pela
formulacdo WAN — utilizando apenas um elemento — juntamente com a solugdo exata.

Observe que enquanto o valor de f cresce, o valor de P, decresce.
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Tabela 7.6 — Influéncia f/ L: reacdo de apoio P;.

f/L 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
f 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50
Solugdio exata 3515,555 2169,396 1511,414 1151,383 927,655 775,943
WAN  3503,171 2155486 1495,006 1132,861 907,558 754,739
ERRO%  -0352 -0,641 -1,086 -1,609 -2,166  -2,733

A Tabela 7.7 apresenta os valores do momento fletor localizado no vértice M,,
obtido pela formulagio WAN — novamente utilizando apenas um elemento —
juntamente com a solugdo exata. Observe que enquanto o valor de f cresce, o valor de
M, decresce (em modulo).

Note também que quanto maior o valor de f, maior € o erro de convergéncia do
elemento WAN para os dois esforgos analisados (P; e M,). Os resultados dessas

analises sdo também apresentados nas Figuras 7.9 ¢ 7.10.

Tabela 7.7 — Relagdo f/ L: momento fletor Mv.

f/L 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
f 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50

Solugdo exata _332037 -263,434 -247,146 -241206 -238477 -237,029

WAN 333580 -266,401 -252,038 -248,478 -248.474 -249.991
ERRO % 0,467 1,126 1,979 3,015 4,192 5,469

P1 3500.0
3000.0- - ->¢ - Solugdo Exata
WAN

2500.04
2000.04
1500.0+
1000.0+

500.0

0.0 T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Relagdo f/ L
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Figura 7.9 — Relacdo f/ L: reagao de apoio P1.

Myv -200.0
-250.0+
-300.0+
- - > - Solugdo Exata
-350.0+ WAN
-400.0 T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Relagdo f/ L
Figura 7.10 - Relagdo f/ L: momento fletor Mv.

7.2.2 - Diagrama de momento fletor

Nesta subsecao sao mostrados os diagramas de momento fletor para os quatro
casos de carga apresentados na Figura 7.3. Para esse objetivo, o arco da Figura 7.2 foi
dividido em dez elementos finitos do tipo WAN, para os casos de carga 1, 2 e 3. Ja para
o Caso 4, o referido arco foi dividido em vinte e quatro elementos do tipo WAN. As
tabelas desta subse¢do apresentam os valores dos momentos fletores M obtidos pela
analise em cada ponto nodal. Os valores exatos dos momentos fletores M, também sao
apresentados nessas tabelas, juntamente com os erros percentuais.

A Tabela 7.8 fornece os valores dos momentos fletores para o primeiro caso de
carga: carga vertical concentrada Observe que o momento fletor maximo positivo
ocorre no ponto de aplicagdo da carga (vértice, n6 11) e o momento fletor maximo

negativo ocorre no nd 4. A Figura 7.11 ilustra o diagrama de momento fletor.
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Tabela 7.8 — Momentos fletores, Caso 1: carga vertical concentrada.

N6 X Me | M(WAN) | ERRO%
1 0,00 39,0742 -40,6185 3,9522
2 0,25 -81,0630  -82,0191 1,1794
3 0,50 -105,4741  -105,9039  0,4075
4 0,75 -112,3074  -112,2728  -0,0308
5 1,00 -101,5630  -101,1258  -0,4303
6 1,25 73,2407  -72,4631  -1,0617
7 1,50 27,3407 26,2844  -3,8632
8 1,75 36,1371 37,4101 3,5227
9 2,00 117,1927  118,6204 1,2183
10 2,25 2158260  217,3466  0,7046
11 2,50 332,0371  333,5887  0,4673

M

200 N

2804 Solugao exata

240+ o WAN .
200- ,’
160 /

120 O

80+

40- .
0

-409 . ) -

804 e . T

'120 T .I; — *‘ — T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00 225 250

X

Figura 7.11 — DMF, Caso 1: carga vertical concentrada.

A Tabela 7.9 apresenta os valores dos momentos fletores para o segundo caso
de carga: carga horizontal concentrada. Observe que o momento fletor méaximo
negativo ocorre no primeiro engaste. No segundo engaste, ocorre o momento fletor
maximo positivo, e tem o mesmo valor, em moédulo, do momento fletor do primeiro

engaste. No vértice (nd 6), o momento fletor ¢ nulo. A Figura 7.12 fornece o diagrama

de momento fletor.
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Tabela 7.9 — Momentos fletores, Caso 2: carga horizontal concentrada.

N6 X Me | M(WAN) | ERRO%
1 0,00 -31,250 -31,239 -0,035
2 0,50 -5,000 -4,991 -0,178
3 1,00 11,250 11,257 0,059

4 1,50 17,500 17,504 0,025
5 2,00 13,750 13,752 0,016
6 2,50 0,000 0,000 0,000
7 3,00 -13,750 -13,752 0,016
8 3,50 -17,500 -17,504 0,025
9 4,00 -11,250 -11,256 0,059
10 4,50 5,000 4,991 -0,177
11 5,00 31,250 31,239 -0,035

M 40

304 Solugdo exata ¢
20~ . ® wWAN

10- . - /

.
0 : .
b4

-10A 2 ‘. °

204 °

304

-40 T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 5.0

X

Figura 7.12 — DMF, Caso 2: carga horizontal concentrada.

A Tabela 7.10 fornece os valores dos momentos fletores para o terceiro caso de
carga: trés cargas concentradas verticais. Observe que o valor maximo negativo ocorre
nos dois apoios, enquanto que o valor maximo positivo ocorre no vértice do arco. Note
também que os valores do momento fletor maximo negativo e positivo sdo bem
proximos, em modulo (0.893% de diferenca). A Figura 7.13 ilustra o diagrama de

momento fletor.
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Tabela 7.10 — DMF, Caso 3: trés cargas concentradas verticais.

N6 X Me | M(WAN) | ERRO%
1 0,000 -317,408 -318,406 0,314
2 0,250 -297,248 -295,983 -0,426
3 0,500 -239,737 -237,229 -1,047
4 0,750 -144,875 -142,138 -1,889
5 1,000 -12,660 -10,716 -15,358
6 1,250 156,905 157,039 0,085
7 1,500 113,823 114,107 0,249
8 1,750 108,092 108,493 0,371
9 2,000 139,713 140,198 0,347
10 2,250 208,686 209,221 0,256
11 2,500 315,009 315,562 0,175
M 320
240+ .
e
160+ '} -
. - -
80
0 . /
s Solugdo exata
-160-
. WAN
-240- . ®
-320—— T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

X

Figura 7.13 — DMF, Caso 3: trés cargas concentradas verticais.

Finalmente, a Figura 7.14 apresenta o diagrama de momento fletor para o ultimo
caso de carga: carga unifomemente distribuida. Observe no diagrama de momento
fletor que o valor maximo negativo ocorre nos dois apoios, enquanto que o valor
maximo positivo ocorre no vértice do arco (n6 25), como no caso anterior. No entanto,

o momento fletor maximo negativo é aproximadamente 48% maior que o momento

fletor maximo positivo.
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240 .
160 o ®

80 «*

0 -

-80- C
-160- .
-2401 . L Solugdo exata
-320- .
-400- o . WAN
4807

T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 225 2.50
X
Figura 7.14 — DMF, Caso 4: carga unifomemente distribuida.

7.2.3 - Linha de influéncia

Nesta subse¢do, o arco mostrado na Figura 7.15, que tem geometria idéntica ao
fornecido na Figura 7.2, ¢ subdividido em dez elementos finitos do tipo WAN. Os nos 1
e 11 definem os dois engastes e o vértice esta localizado no nd 6. A estrutura ¢ entdo
analisada posicionando-se a carga concentrada unitaria nos nove nds intermedidrios do
arco modelado. Para cada posicao da carga foram obtidas as reagdes de apoio P,, Q; e
M, (veja Figura 7.4).

Os valores exatos do esforco axial P,, esfor¢o cortante Q, e do momento fletor
M,, devido a uma carga concentrada vertical localizada num ponto genérico do arco, a
uma distdncia m do primeiro apoio, foram obtidos por Leontovich (1959) e sdo

definidas da seguinte forma:

_ 15Pm?n?
4LF(1+ )

Q, =]+ 2]
UJ

L ML O

2

g n
.=
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onde Y = 0.3334 para o caso de f/ L =0.05.

L

—

-—L/10

Figura 7.15 — Solug¢do analitica e modelagem.

A Tabela 7.11 apresenta os valores exatos do esfor¢o axial P,, juntamente com

os obtidos pela formulacdo WAN, para o caso da carga vertical concentrada localizada

em cada ponto nodal. Como esperado, o maior valor do esfor¢o axial acontece quando a

carga esta posicionada no vértice (n6 6) do arco. Os resultados dessa analise também

sdo apresentados na Figura 7.16.

Tabela 7.11 — Valores da reacdo de apoio P.

| N6 | Solucdoexata | WAN | ERRO% |
2 455,616 451,814 -0,834
3 1439,971 1437,705 -0,157
4 2480,575 2488,896 0,335
5 3239,935 3250,920 0,339
6 3515,555 3503,171 -0,352
7 3239,935 3250,920 0,339
8 2480,575 2488,896 0,335
9 1439,971 1437,705 -0,157
10 455,616 451,814 -0,834
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P2 4000.0

3500.0- e
3000.0- ‘
2500.0- . e
2000.0- |
1500.0 ,.’/ ‘o

100004 - 77 Solugdo Exata

;. ® waN g
500.04 . LR

0.0 - T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ponto nodal
Figura 7.16 — Linha de influéncia: reagdo de apoio P2.

A Tabela 7.12 apresenta os valores exatos do esforco cortante Q,, juntamente
com os obtidos pela formulagdo WAN, para cada posi¢cdo da carga unitaria. O maior
valor do esforgo cortante acontece quando a carga esta posicionada no né 10, que € o nd
mais proximo do segundo apoio. Os resultados desta analise sdo também apresentados

na Figura 7.17.

Tabela 7.12 — Valores da reagdo de apoio Q;.

| N6 |Solucdo exata]| Q (WAN) | ERRO% |
2 28,000 27,555 -1,588
3 104,000 103,544 -0,438
4 216,000 216,490 0,227
5 352,000 353,343 0,382
6 500,000 500,000 0,000
7 648,000 641,865 -0,947
8 784,000 764,453 -2,493
9 896,000 853,970 -4,691
10 972,000 897,875 -7,626
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Q2 1000.0

750.0- e
.o l
500.0 .
.
250.0+ « Solugao Exata
. ® wAN
OO L T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ponto nodal
Figura 7.17 - Linha de influéncia: rea¢do de apoio Q2.

Por fim, a Tabela 7.13 apresenta os valores exatos do momento fletor My,
juntamente com os obtidos pela formulagdo WAN, para cada posi¢do da carga unitaria.
Note que o maior momento fletor positivo ocorre quando a carga esta posicionada no

né 4. J4 o maior momento fletor negativo ocorre para a carga posicionada no no 9.

Tabela 7.13 — Valores da reagdo de apoio M.

| N6 |Solu¢ioexata| WAN | ERRO% |
2 30,936 30,947 0,035
3 79,995 80,158 0,203
4 98,429 98,942 0,521
5 59,989 60,001 0,020
6 -39,074 -40,618 3,952
7 -180,011 -182,853 1,579
8 -321,571 -323,301 0,538
9 -400,005 -397,219 -0,696
10 -329,064 -321,718 22,232
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M2 200.0

100.0+

0.0

-100.0

-200.04

-300.0+

-400.0+

***** Solugdo Exata

o WAN

-500.0

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ponto nodal

Figura 7.18 — Linha de influéncia: reag¢ao de apoio M2.
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7.3 — SEMI-ARCO PARABOLICO

Nesta se¢do, um semi-arco parabolico ¢ submetido a uma carga momento na
extremidade livre conforme ilustrado na Figura 7.19. As propriedades fisicas ¢
geométricas necessarias a analise, bem como o carregamento externo, podem ser vistas
nessa mesma figura.

O semi-arco tem sec¢do transversal variavel. Os valores da drea e momento de

inércia de uma se¢do transversal em um ponto genérico x do semi-arco valem:

A 1
A =—F—el =—%5—,
cos’ 0 cos’ 0

onde A, e I, sdo os valores da area e inércia no vértice do semi-arco, respectivamente, ¢

0 o angulo entre o eixo horizontal e uma reta tangente ao semi-arco neste ponto.

Segdio D (=1.0m
transversal:

b=1.0m
f=10.5m
L=21.0m
E =205 GPa
M =1kNm

Figura 7.19 — Semi-arco parabolico.

A Tabela 7.14 apresenta um exemplo de modelagem para o semi-arco usando-se
seis elementos finitos do tipo WAN. Os valores da area e do momento de inércia de
cada secdo transversal que devem ser usados em cada elemento sdo apresentados na
segunda e terceira colunas dessa tabela, respectivamente.

Este exemplo tem o intuito de verificar, mais uma vez, o desempenho
computacional do elemento parabolico WAN, s6 que agora em modelagens envolvendo

inércia variavel.
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Tabela 7.14 — Exemplo de modelagem: 6 elementos finitos

| Elemento | Area | Inércia |
1 8,4640E-02 8,0847E-04
2 7,8001E-02  6,3275E-04
3 7,2262E-02 5,0311E-04
4 6,7650E-02  4,1279E-04
5 6,4399E-02  3,5610E-04
6 6,2714E-02  3,2887E-04

A solugdo analitica do presente problema foi apresentado por Belluzzi (1971) e
sera usado aqui para comparar e analisar a os resultados obtidos através das
formulacdes WAN e TIM. Os valores exatos dos deslocamentos horizontal e vertical da

extremidade livre sdo dados, respectivamente, por:

2 2
u, =-0,10730092 ML e v, =-0,34657359 ML .
EI EI

v v

O semi-arco foi modelado considerando diferentes malhas: 2, 4, 6, 8, 10, 12 ¢ 14
elementos. Os resultados obtidos pelas formulagdes WAN e TIM para os
deslocamentos horizontal e vertical da extremidade livre sdo apresentados nas Tabelas
7.15 e 7.16, respectivamente. Esses resultados sdo mostrados também através da Figura
7.20.

Note que resultados com razoavel precisdo para o deslocamento horizontal s
sdo obtidos com oito e dez divisdes, respectivamente, para os elementos WAN e TIM.
Para o deslocamento vertical, no entanto, sdo necessarios seis divisdes para a
convergéncia de ambos os elementos.

Como cada elemento, em particular, possui secdo transversal constante, ¢
evidente que somente com um elevado numero de elementos torna-se possivel simular a

area e a inércia variaveis.
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ERRO%

Tabela 7.15 — Convergéncia: deslocamento horizontal u.

IN.elementos] WAN | ERRO% | TIM | ERRO% |
2 3,119E-06 12,6021  -3320E-06 19,8622
4 -2,856E-06 3,1001 -2,909E-06 5,0279
6 -2,808E-06 1,3744 -2,832E-06 22372
8 -2,791E-06 0,7715 -2,805E-06 1,2589
10 -2,784E-06 0,4935 -2,792E-06 0,8076
12 -2,779E-06 0,3419 -2,786E-06 0,5621
14 -2,777E-06 0,2516 -2,781E-06 0,4105
Solucio exata -2,770E-06

Tabela 7.16 -— Convergéncia: deslocamento vertical v.

IN.elementos] WAN | ERRO% | TIM | ERRO% |
2 -9,7271E-06 87231  -9,5805E-06  7,0845
4 -9,1373E-06  2,1307  -9,1023E-06  1,7395
6 -9,0310E-06 09426  -9,0156E-06  0,7705
8 -8,9940E-06  0,5290  -8,9854E-06  0,4329
10 -8,9770E-06 03390  -89715E-06  0,2775
12 -8,9677E-06 02351  -8,9639E-06  0,1926
14 -8,9621E-06  0,1725  -8,9593E-06  0,1412
Solucio exata -8,9467E-06

5.00

0.007

-5.00

-10.00+

-15.004

-20.00+

-25.00
2

4 6

No.
Deslocamento horizontal u
Figura 7.20 — Convergeéncia: deslocamento horizontal e deslocamento vertical.

8 10
Elementos
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7.4 — ESTRUTURAS CIRCULARES ESBELTAS

Neste exemplo sdo analisados dois sistemas estruturais circulares esbeltos de
secdo transversal constante. Esses sistemas serdo usados aqui com o objetivo de testar
as formulagoes AKH, LIT, KIM e FRI (ver Tabela 7.1) na obtencao dos deslocamentos
e esforcos, além de comparar a convergéncia de resultados entre os elementos finitos

circulares.

7.4.1 — Anel circular

O anel circular mostrado na Figura 7.21 ¢ submetido a duas cargas concentradas
na direcdo radial, cada uma de valor P. As propriedades fisicas e geométricas
necessarias a analise podem ser vistas nessa mesma figura. Note que o anel é esbelto,

poist/t=52.69.

Se¢do
transversal: [ 1t=0.094 in
1.0 in
r=4.953 in
P \ P P =100 Ibf
- f— E = 10.5 MIbf /in?
G = 4.0 MIbf /in’
n=0.85

Figura 7.21 — Anel circular.

O deslocamento radial v, localizado no ponto de aplicagdo de uma das cargas foi
obtido por Raveendranath et al. (1999) com o objetivo de validar modelos numéricos. O

valor analitico desse deslocamento ¢ dado por:

Pr’ [, TPr TPr
v, =-— (T[ - 8) + +
TEI 8GAn 8EA
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Ja as expressoes do momento fletor, do esfor¢o axial e do esfor¢o cortante, num certo

angulo  com o eixo horizontal, sdo dadas por:

Pr .
M() === (2/m=siny)
N()=-Lsing
2
P
QW)= cosy
Como o anel apresenta dupla simetria (geometria e carregamento), apenas 1/4

do anel foi modelado, com restricdo do deslocamento axial u e rotacdo @ nas duas

extremidades, conforme ilustrado na Figura 7.22.

P/2

A
Figura 7.22 — Modelagem do anel.

A Tabela 7.17 apresenta os valores do deslocamento radial v obtidos pelas
diversas formulagdes, além dos erros percentuais em relacdo a solugdo analitica v, para
os modelos estruturais com 1, 2, 3, 4, 6, ..., 60, 70 elementos finitos. Os resultados

desta analise sdo também apresentados na Figura 7.23.

109



Tabela 7.17 - Convergéncia: deslocamento radial v.

| N.elementos | KIM |ERRO% | FRI |ERRO%]
1 -5,9323E+01 -31,8870 -1,6370E-02 -99,9812
2 -8,9142E+01  2,3503  -5,3592E-04 -93,8466
3 -8,7965E-03  0,9992  -1,2886E-03 -85,2051
4 -8,7515E-03 04824 -2,1356E-03 -75,4799
6
8

-8,7239E-03  0,1656  -3,7521E-03 -56,9198
-8,7163E-03  0,0791  -5,0216E-03 -42,3431

10 -8,7135E-03  0,0467 -5,9351E-03 -31,8544
12 -8,7122E-03  0,0319  -6,5799E-03 -24,4514
16 -8,7112E-03  0,0198  -7,3715E-03 -15,3626
20 -8,7108E-03  0,0155 -7,8042E-03 -10,3944
24 -8,7106E-03  0,0135  -8,0606E-03 -7,4494
28 -8,7105E-03  0,0125  -8,2234E-03 -5,5805
32 -8,7105E-03  0,0119  -8,3326E-03 -4,3275
40 -8,7104E-03  0,0114  -8,4646E-03 -28117
50 -8,7104E-03  0,0111  -8,5512E-03 -1,8167
60 -8,7104E-03  0,0110  -8,5990E-03 -1,2678
70 -8,7104E-03  0,0109  -8,6281E-03 -0,9339

AKT (1 elem.) -8,7101E-03  0,0079
LIT (1 elem.) -8,7105E-03  0,0116
Solucio exata -8,7095E-03

Pode-se observar na Tabela 7.17 que as formulagdes AKT e LIT forneceram
resultados proximos da solucdo exata utilizando apenas um elemento finito. Com a
formulacdo KIM foram necessarios trés elementos para se aproximar da solucdo exata,

enquanto que para a formulagdo FRI foram necessarios setenta elementos finitos.

T
4 8 12 16 20 24 28 32
No. Elementos
Figura 7.23 — Convergeéncia: deslocamento radial v.
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A Tabela 7.18 apresenta os valores do momento fletor My localizado no apoio A
(veja Figura 7.22) e os erros obtidos através das diversas formulagdes, para modelos

estruturais com 1, 2 e 3 elementos finitos.

Tabela 7.18 - Convergéncia: momento fletor M.

| N.elemento | KIM | ERRO% | FRI | ERRO% |

1 191,50547 20,3265  168,4977  5,8703
2 160,7667 1,0128 160,0981 0,5927
3 158,5034 -0,40928 158,7219  -0,2719

LIT (1 elem.) 157,6589 -0,9399
AKT (1 elem.) 157,6589  -0,9399
Sol. Exata 159,1547

Pode-se observar da Tabela 7.18 que as formulagdes AKT e LIT novamente
forneceram os melhores resultados, ou seja, utilizando-se apenas um elemento para
modelagem. Além disso, AKT e LIT forneceram valores exatamente iguais. Para a
formulagdo KIM, no entanto, foram necessarios trés elementos para se obter valor
proximo a solugdo exata. Nessa analise, foram necessarios apenas dois elementos para a
formulacao FRI fornecer momento fletor M4 proximo da solugdo exata, ao contrario da
analise anterior (deslocamento v), onde foram necessarios setenta elementos finitos para
se obter convergéncia nos resultados. Os resultados dessa analise podem ser vistos

também na Figura 7.24.

1 2 3
No. Elementos
Figura 7.24 — Convergéncia: momento fletor Ma.
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Com o objetivo de ilustrar os diagramas de esfor¢os para essa analise, dividiu-se
o arco mostrado na Figura 7.22 em dez elementos finitos do tipo KIM. A Tabela 7.19
apresenta os valores dos momentos fletores M obtidos para cada ponto nodal. Os

valores exatos M, sdo também apresentados nessa tabela.

Tabela 7.19 — Valores dos momentos fletores, anel circular.

| No [Anguoy| M. | ™M | ERRO% |
1 0 159,1548  157,6750  -0,9297
2 9 120,0461  118,9344  -0,9261
3 18 81,9004 81,1481  -0,9186
4 27 45,6570 452466  -0,8990
5 36 122083 12,1138 -0,7741
6 45 17,6221 -17,4345  -1,0647
7 54 43,0996  -42,6707  -0,9951
8 63 63,5970  -62,9738  -0,9799
9 72 -78,6095  -77,8438  -0,9741
10 81 87,7674 869147  -09716
11 90 90,8452 -89,9633  -0,9708

A Figura 7.25 ilustra o diagrama de momento fletor da estrutura da Figura 7.22.
Observe que o momento fletor méximo positivo ocorre no ponto de aplicacdo da carga

(ponto A) e o momento fletor madximo negativo, como esperado, ocorre no ponto B.

M 160

1404 . .
120- e e Solugdo exata

100 -
204 . ® ki
60- o
40 ..
20-

-40 e

-60+ e

-80- e
-100

0 9 18 27 36 45 54 63 72 8l 90
Angulo
Figura 7.25 — DMF, anel circular.

A Tabela 7.20 apresenta os valores dos esfor¢os axiais P e cortante Q obtidos

pela analise em cada ponto nodal. Os valores exatos dos esforcos axiais P, e cortante Q.
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também s3o apresentados nesta tabela. A Figura 7.26 ilustra os diagramas de esforco
axial e cortante. Note que o valor do esfor¢o axial no ponto de aplicagdo da carga é nulo
(ponto A, angulo 0°), enquanto que o esfor¢o cortante tem valor maximo. No meio da
estrutura (dngulo 45°), os esforgos axial e cortante tem valores iguais. Ja no ponto B

(angulo 90°), o esforgo axial tem valor maximo e o esforgo cortante tem valor nulo.

Tabela 7.20 — Valores dos esforcos axiais P e cortante Q, anel circular.

[ N6 | Angulo | P | P | Q [ Q |
1 0 0,0000 0,0000 50,0000 50,0000
2 9 7,8216 7,8217 49,3844 49,3844
3 18 15,4508 15,4508 47,5528 47,5528
4 27 22,6995 22,6995 44,5504 44,5503
5 36 29,3892 29,3893 40,4509 40,4509
6 45 35,3553 35,3553 35,3554 35,3553
7 54 40,4508 40,4509 29,3893 29,3893
8 63 44,5503 44,5503 22,6995 22,6995
9 72 47,5528 47,5528 15,4509 15,4509
10 81 49,3844 49,3844 7,8217 7,8217
11 90 50,0000 50,0000 0,0000 0,0000
P,Q 60 Legenda:
01 - Solugdo exata Pe
aoy Solugdo exata Qe
307 % KIMP
207 ® KIMQ
10+
0-1
'10 T T T T T T T T T

Figura 7.26 — DEN e DEC, anel circular.
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7.4.2 — Arco bi-apoiado

Um arco circular bi-apoiado ¢ submetido a uma carga momento no vértice,
confome ilustra a Figura 7.27. As propriedades fisicas ¢ geométricas necessarias a
analise podem ser vistas nessa mesma figura. O arco tem se¢do transversal constante de

formato retangular. Note que o arco ¢ esbelto, pois r/ t = 100.

M
Se¢do
transversal: [ 1t=0.1in
1.0 in
r=101n

E = 12.0 MIbf /in
G = 4.615 MIbf /in?
M = 10 Ibfin

B =90°

Figura 7.27 — Arco bi-apoiado.

O deslocamento radial, tangencial e a rotagdo no vértice do arco, designados por
Ve, Ue € (@, respectivamente, foram obtidos por Raveendranath et al. (1999). As

expressoes que definem os valores exatos de ue, Ve, € @ sdo entdo dados por:

U, =0.1211846
EI

M 2
@, =—0.0100489 =~

e as equacdes que definem o momento fletor, o esforgo axial e o esforgo cortante, para

um certo angulo genérico ) sdo dadas por:
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As Tabelas 7.21 e 7.22 apresentam os valores dos deslocamentos u e @,
respectivamente, obtidos pelas diversas formulagdes, além dos erros percentuais em
relagdo a solucdo exata u. e @, para modelos estruturais com 2, 4, 6, 8, 10, ..., 64, 68
elementos.

Pode-se observar da Tabela 7.21 que foram necessarios apenas dois elementos
finitos para as formulacdes AKT e LIT chegaram proximas a solugdo exata. A
formulacdo KIM fornece bom resultado com apenas quatro elementos, enquanto que
para a formulagdo FRI foram necessarios sessenta e oito elementos finitos. Os

resultados dessa andlise sdo também apresentados na Figura 7.28.
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Tabela 7.21 — Convergéncia: deslocamento u

[N.elementos| KIM | ERRO% |  FRI ERRO% |
2 1,1630E-05 -4,0295 6,7530E-07  -94,4275
4 1,2094E-05 -0,2031 2,9205E-06  -75,9005
6 1,2115E-05 -0,0273 5,1828E-06  -57,2324
8 1,2119E-05 0,0024 6,9594E-06  -42,5721
10 1,2120E-05 0,0098 8,2378E-06  -32,0230
12 1,2120E-05 0,0131 9,1402E-06  -24.5765
14 1,2120E-05 0,0139 9,7825E-06  -19,2764
16 1,2120E-05 0,0148 1,0248E-05  -15,4335
18 1,2120E-05 0,0156 1,0593E-05  -12,5883
20 1,2120E-05 0,0156 1,0854E-05  -10,4354
24 1,2120E-05 0,0156 1,1213E-05 -7,4729
28 1,2120E-05 0,0156 1,1441E-05 -5,5924
32 1,2120E-05 0,0156 1,1594E-05 -4.3315
36 1,2120E-05 0,0156 1,1701E-05 -3,4485
42 1.2120E-05 0,0156 1,1741E-05 -3,1160
46 1,2120E-05 0,0156 1,1860E-05 -2,1307
52 1,2120E-05 0,0156 1,1900E-05 -1,8056
56 1,2120E-05 0,0156 1,1944E-05 -1,4400
60 1,2120E-05 0,0156 1,1967E-05 -1,2535
64 1,2120E-05 0,0156 1,1985E-05 -1,1001
68 1,2120E-05 0,0156 1,2001E-05 -0,9730

AKT (1 elem.) 1,2120E-05 0,0106

LIT (1 elem.) 1,2120E-05 0,0140

Solucao exata 1,2119E-05

Figura 7.28 - Convergéncia: deslocamento u.

16
No. Elementos
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Pode-se observar na Tabela 7.22 que as formulagoes AKT, LIT, KIM e FRI
mostraram o mesmo desempenho da andlise anterior, ou seja: AKT e LIT se
aproximaram da solucdo exata com apenas dois elementos; quatro elementos foram
necessarios a formulacdo KIM e para a formulagdo FRI foram necessarios sessenta e
oito elementos para se chegar proximo da solugdo exata. Os resultados desta analise sdo

também apresentados na Figura 7.29.

Tabela 7.22 — Convergéncia: rotagio @.

| N.elementos | KIM | ERRO% | FRI | ERRO% |
2 -1,0969E-05  9,1519  -1,1023E-06  -89,0311
4 -1,0104E-05 05463  -2.8755E-06  -71,3861
6 -1,0057E-05  0,0746  -4,6415E-06  -53,8127
8 -1,0049E-05  -0,0040  -6,0263E-06  -40,0326
10 -1,0047E-05  -0,0249  -7,0225E-06  -30,1195
12 -1,0046E-05  -0,0318  -7,7256E-06  -23,1230
14 -1,0046E-05  -0,0358  -8,2259E-06  -18,1445
16 -1,0046E-05  -0,0368  -8,5887E-06  -14,5343
18 -1,0046E-05  -0,0378  -8,8573E-06  -11,8615
20 -1,0046E-05  -0,0378  -9,0605E-06  -9,8395
24 -1,0045E-05  -0,0388  -9,3402E-06  -7,0562
28 -1,0045E-05  -0,0388  -9,5177E-06  -52899
32 -1,0045E-05  -0,0388  -9,6367E-06  -4,1058
36 -1,0045E-05  -0,0388  -9,7201E-06  -3,2759
42 -9,9310E-06  -1,1772  -9,6933E-06  -3,5425
46 -1,0045E-05  -0,0388  -9,8445E-06  -2,0380
52 -1,0045E-05  -0,0388  -9,8752E-06  -1,7325
56 -1,0045E-05  -0,0388  -9,9097E-06  -1,3892
60 -1,0045E-05  -0,0388  -9,9273E-06  -1,2140
64 -1,0045E-05  -0,0388  -9,9417E-06  -1,0707
68 -1,0045E-05  -0,0388  -9,9537E-06  -0,9513

AKT (2 elems.) -1,0047E-05  -0,0239
LIT (2 elems.) -1,0048E-05 -0,0159
Solucao exata -1,0049E-05
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4 8 12 16 20 24 28 32
No. Elementos

Figura 7.29 - Convergéncia: rotacao .

Os valores do esfor¢o cortante Q ¢ do momento fletor M, localizados no vértice
do arco para os modelos estruturais com 2 e 4 elementos finitos sdo apresentados nas
Tabela 7.23. O erro percentual desses valores em relagdo a solucdo exata sdo também

apresentados nessa tabela.

Tabela 7.23 — Convergéncia: esforco Q ¢ momento fletor M.

| Formulacio | Q |ERRO%| M |ERRO% |
AKT 2elems.)  0,7071  -0,0033  5,0000  0,0000
LIT (2 elems.) 0,7071  -0,0072  5,0000  0,0000
KIM (2elems.))  0,7097 03652 52851  5,7021
KIM (4 elems.))  0,7072  0,0180 50323 0,646l
FRI (2 elems.) 0,7071  -0,0033  5,0000  0,0000
Solucao exata 0,7071 5,0000

Pode-se observar novamente a eficiéncia das formulagdes AKT e LIT. Para a
formulagdo KIM, mais uma vez, foram necessarios quatro elementos para se obter valor
proximo a solucdo exata. Note, entretanto, que nessa analise a formulacdo FRI
forneceu, com apenas dois elementos finitos, os valores do esforco cortante Q e do
momento fletor M bem préximo da solucdo exata. Isso ndo foi observado nas analises
anteriores (deslocamentos u e ), onde foram necessarios sessenta e oito elementos

finitos para se obter convergéncia de resultados.

118



Com o objetivo de ilustrar os diagramas de esfor¢os para essa analise, a
estrutura da Figura 7.27 foi dividido em dez elementos finitos do tipo AKT. A Tabela
7.24 apresenta os valores dos momentos fletores M em cada ponto nodal. Os valores
exatos dos momentos fletores M, também sdo apresentados nessa tabela. A Figura 7.30
ilustra o diagrama de momento fletor. Note que no ponto de aplicagdo da carga

momento, o diagrama apresenta uma descontinuidade do valor dessa carga.

Tabela 7.24 — Valores dos momentos fletores, arco bi-apoiado.

[ N6 [Anguloy| Me [M(AKT) | ERRO% |

1 0 0,0000 0,0000 0,0000
2 9 0,8437 0,8437 0,0000
3 18 1,7898 1,7898 0,0000
4 27 2,8149 2,8149 0,0000
5 36 3,8938 3,8938 0,0000
6 45 53,0000 5,0000 0,0000
6 45 -5,0000 -5,0000 0,0000
7 54 -3,8938 -3,8938 0,0000
8 63 -2,8149 -2,8149 0,0000
9 72 -1,7898 -1,7898 0,0000
10 81 -0,8437 -0,8437 0,0000
11 90 0,0000 0,0000 0,0000
M 6

54 ° .

4 . s Solugdo exata

31 e 1 @ AKT

2 * ‘

14 °

0

.14 .

224 .

234 .

-4 .

-5 '

'6 T T T T T T T T T

0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
W

Figura 7.30 — DMF, arco bi-apoiado.
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A Tabela 7.25 apresenta os valores dos esforgos axiais P e cortante Q em cada
ponto nodal. Os valores exatos dos esforgcos axial P. e cortante Q. também sdo

apresentados nessa tabela.

Tabela 7.26 — Valores de P e Q, arco bi-apoiado.

N6 |Angulow| Pe [P@AKID [ Qe [Q(AKT) |

1 0 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
2 9 0,4156 0,4156 0,5721 0,5721
3 18 0,3210 0,3210 0,6300 0,6300
4 27 0,2185 0,2185 0,6725 0,6725
5 36 0,1106 0,1106 0,6984 0,6984
6 45 0,0000 0,0000 0,7071 0,7071
7 54 -0,1106 -0,1106 0,6984 0,6984
8 63 -0,2185 -0,2185 0,6725 0,6725
9 72 -0,3210 -0,3210 0,6300 0,6300
10 81 -0,4156 -0,4156 0,5721 0,5721
11 90 -0,5000 -0,5000 0,5000 0,5000

Os diagramas de esforco axial e de esforco cortante sdo mostrados nas Figuras
7.31 e 7.32, respectivamente. Observe no diagrama de esfor¢o axial que o valores
maximos, positivo e negativo, estdo localizados nos apoios da estrutura. No vértice, o
esforco axial ¢ nulo. J4 no diagrama de esfor¢o cortante, o maior valor ocorre
justamente no vértice do arco, enquanto que os menores valores do esfor¢o cortante

acontecem nos dois apoios da estrutura.

N 0.6
. 4_0 e Solugdo exata
o . . o AKT

0.0 e
-0.2- e

-0.4+ e

'0.6 T T T T T T T T T
0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

W
Figura 7.31 — DEN, arco bi-apoiado.
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0.60- \
[ )

0.55- ’
050 Solugdo exata K
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0 18 27 36 45 54 63 72 81

P

Figura 7.32 — DEC, arco bi-apoiado.
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7.5 — SEMI-ARCO CIRCULAR ENGASTADO-LIVRE

O semi-arco circular engastado-livre mostrado na Figura 7.33, com as
respectivas propriedades fisicas e geométricas, ¢ submetido a uma carga concentrada
vertical na extremidade livre. Esse semi-arco tem secdo transversal constante, de
formato retangular. Note que esse sistema estrutural pode ser considerado espesso, pois

r/t=20.

Segdo D t=25m
transversal:

b=0.50m

r=10m
P=1KkN
E =205 GPa
G =78 GPa
n=0.85

Figura 7.33 — Semi-arco circular engastado-livre.

O deslocamento radial e a rotagdo no vértice do arco, designados por ve € @.,
respectivamente, foram obtidos analiticamente por Raveendranath ef al. (1999) com o

objetivo de validar modelos numéricos. Esses resultados sao mostrados a seguir:

° " H4EI 4GAn 4EA

Pr’ TtPr TPr
=- + +

A Tabela 7.27 apresenta os erros percentuais dos valores obtidos do
deslocamento v na extremidade do arco empregando-se as formulacdes estudadas para
modelos estruturais com 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 10 elementos. A Figura 7.34 apresenta

também os resultados dessa analise.
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Pode-se observar na Tabela 7.26 que as formulacdes AKT e LIT chegaram
proximas a solugdo exata utilizando apenas um elemento na modelagem do semi-arco.
Para as formulagoes KIM, FRI e TIM foram necessarios, respectivamente, trés, quatro e
dez elementos para se chegar suficientemente proximo da solucdo exata (diferenca

menor do que 1%).

Tabela 7.26 — Convergéncia: deslocamento vertical.

ERRO%
 N.elementos | KIM | FRI | TIM |
1 -21,1875 -13,2130 -39,7374
2 -1,2297 -3,6360 -12,2778
3 -0,6539 -1,6374 -5,8793
4 -0,5524 -0,9202 -3,5295
5 -0,5225 -0,5857 22,4212
6 -0,5225 -0,5857 22,4212
10 -0,5125 -0,1514 -0,9368

AKT (1 elem.) -0,4210
LIT (1 elem.) 0,0167
Solucao exata -6,0092E-6

Numero de elementos
Figura 7.34 — Convergéncia: deslocamento vertical.

A Tabela 7.27 e Figura 7.35 apresentam os resultados relacionados com a
rotagdo @ na extremidade livre do semi-arco. Na Tabela 7.27 os erros percentuais foram
obtidos, como no caso do deslocamento v, para os modelos com 1, 2, 3,4, 5, 6 ¢ 10

elementos finitos.
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Nessa mesma tabela pode-se observar que as formulagées AKT e LIT,
novamente, chegaram bem préximo a solu¢do exata com apenas um elemento. Com as
formula¢des KIM e FRI foram possiveis obter valores proximos a solu¢ao exata com
apenas dois elementos. Ja para a formula¢do TIM, mais uma vez, foram necessarios dez

elementos para a convergéncia da rotagdo @.

Tabela 7.27 — Convergéncia: rotagao Q.

ERRO%
| N.elementos | KIM | FRI | TIM |
1 -10,9798 -1,9443 -29,2910
2 -0,9567 -0,6497 -7,6165
3 -0,2760 -0,3027 -3,4124
4 -0,1158 -0,1693 -1,9176
5 -0,0625 -0,1158 -1,2369
6 -0,0625 -0,1159 -1,2369
10 -0,0091 -0,0225 -0,3027

AKT (1 elem.) 0,00423
LIT (1 elem.) 0,00423
Solucao exata -7,4927E-7

30

ERRO%
o

Numero de elementos
Figura 7.35 — Convergéncia: rotagao @.

Com o intuito de verificar a influéncia da espessura t da secdo transversal em
relacdo ao nuimero de elementos finitos necessarios a convergéncia de resultados, a
estrutura da Figura 7.33 foi analisada para diferentes valores de t, utilizando todos os

elementos finitos circulares estudados: LIT, AKT, KIM e FRIL
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Note na Tabela 7.28 que as formula¢des LIT e AKT convergiram para a solugdo
exata com apenas um elemento finito, independentemente da espessura t da segdo
transversal. Comportamento semelhante foi observado para a formulacao KIM, s6 que a
convergéncia de resultados ocorreu com o emprego de dois elementos finitos. Ja para a
formulacdo FRI, pode-se afirmar que a espessura t da secdo transversal influenciou na
convergéncia de resultados. Note que essa formulacao fornece bons resultados (poucos
elementos) no caso da estrutura espessa. No caso da estrutura esbelta, a solugdo

convergiu para o valor exato apenas com um numero elevado de elementos finitos.

Tabela 7.28 — Critério de convergéncia.

t 2,5 1,0 0,5 0,2 0,1
r/t 4 10 20 50 100
LIT 1 1 1 1 1

AKT 1 1 1 1 1
KIM 2 2 2 2 2
FRI 4 8 14 34 68
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7.6 — ARCO CIRCULAR ESPESSO

Um arco espesso (r / t < 40) ¢ analisado nesta se¢do para duas situagdes de
carregamento: carga concentrada e carga distribuida radial. Na subsecdo 7.6.1 ¢ feita
uma andlise de convergéncia comparando-se os resultados obtidos através das
formulacdes LIT, AKT, KIM, FRI e TIM. Na ultima subsecdo, os dois casos de carga
sdo analisados para diferentes valores da razdo de esbeltez e também do angulo de

abertura, verificando-se a influéncia do efeito da forga cortante para essas relagoes.

7.6.1 — Analise de convergéncia

O arco biengastado mostrado na Figura 7.36 tem secdo transversal constante, de
formato retangular. As propriedades fisicas e geométricas necessarias a analise podem
ser vistas nessa mesma figura. Note que r / t = 6.667, que caracteriza o sistema

estrutural como espesso.

r=4m

E =30 GPa
v =0.17
n=0.8435
B=60°

Secdo

|:| t=0.60 m
transversal:

A\B\ b=0.40m

Figura 7.36 — Arco circular espesso.

Como ilustrado na Figura 7.37, o arco ¢ investigado para duas situagdes de
carregamento: Caso I, carga vertical concentrada no vértice e Caso 2, pressao radial

uniforme. Os resultados numéricos dos deslocamentos radiais dos dois casos de carga
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estdo presentes no artigo de Litewka e Rakowski (1998) e serdo usados para comparar

com os resultados obtidos com as diversas formulagdes.

Caso 1 Caso 2
P=1kN
L2 L2 q=1kN/m

Figura 7.37 — Tipos de carregamento.

Nos dois casos de carga, devido a simetria geométrica e de carregamento,
apenas metade do arco foi modelada, com restri¢do do deslocamento tangencial u e da

rotacdo @no vértice do arco. Essa modelagem pode ser observada na Figura 7.38.

Caso 1 Caso 2
P/2

Figura 7.38 — Modelos numéricos adotados.

A Tabela 7.29 apresenta o valor do deslocamento radial v do vértice do arco,
obtidos pelas formulagées LIT, AKT, KIM, FRI e TIM, para o caso de carga 1,
utilizando modelos estruturais com 1, 2,4, 6, 8, 10, 12, 14 e 16 elementos finitos. Nessa
tabela sdo apresentados também os erros percentuais desse deslocamento em relacdo a
solugdo exata.

Para essa situacdo de carga, de acordo a mesma Tabela 7.29, foram necessarios
apenas um elemento LIT e dois elementos KIM para se aproximar do valor exato do
deslocamento no vértice. Ja para a formulagdo FRI foram necessarios 16 elementos
finitos para uma boa convergéncia. A formulagdo AKT apresentou um erro de 3.36%

em relagdo a solucdo exata, com qualquer numero de elementos finitos. Observe que o
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erro de aproximadamente 3.4% ndo parece se alterar com aumento de elementos se a

formulacdo TIM for empregada. A Figura 7.39 complementa a analise para esse

primeiro caso de carga.

Tabela 7.29 — Analise de convergéncia, Caso 1: carga concentrada.

[N.elementos| KIM [ERRO%| FRI |[ERRO%| TIM |[ERRO%)
1 -2,5426E-06 21,988 -58140E-07 -72,106 -1,0437E-06 -49,926
2 -2,0842E-06 -0,005 -1,1888E-06 -42,964 -1,9126E-06 -8,238
4 -2,0805E-06 -0,182 -1,8164E-06 -12,853 -1,9922E-06 -4,419
6 -2,0791E-06 -0,249 -19603E-06 -5,949 -2,0046E-06 -3,824
8 -2,079E-06 -0,269 -2,013E-06 -3,435 -2,009E-06 -3,618
10 -2,079E-06 -0,278 -2,037E-06 -2255 -2,011E-06 -3,526
12 -2,078E-06 -0,283 -2,051E-06 -1,607 -2,012E-06 -3,474
14 -2,078E-06 -0,288 -2,059E-06 -1214 -2,013E-06 -3,445
16 -2,078E-06 -0,288 -2,064E-06 -0,960 -2,013E-06 -3,426

LIT (1 elem.) -2.0817E-06 -0,125

AKT (1 elem.)-2.0143E-06 -3,358

Solucao exata-2.0843E-06

204

T
8 10
No. Elementos

16

Figura 7.39 - Analise de convergéncia, Caso 1: carga concentrada.

A Tabela 7.30 e a Figura 7.40 apresentam os resultados obtidos, considerando o

Caso 2 de carga, pelas diversas formulacdes para o deslocamento radial v do vértice do

arco e modelos estruturais com 1, 2, 3, 4, 5 e 6 elementos.

Observe que, para essa situagdo de carga, foram necessarios cinco elementos

FRI para se obter o deslocamento v do vértice bem proximo da solucdo exata. Ja para as
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formulacdes LIT, AKT e KIM foram necessarios seis elementos finitos para se

aproximar da solugdo exata. Para a formulacdo TIM bastaram apenas trés elementos

para uma boa convergéncia. Note que, ao contrario da andlise anterior (Caso 1), as

formulagdes AKT e TIM convergiram apresentando erro inferior a 1%.

Tabela 7.30 - Analise de convergéncia, Caso 2: Pressdo radial uniforme.

ERRO%

IN. elementos|  LIT TIM AKT | KIM | FRI
1 122,5575 10,6072  114,6193  171,4546  -36,4812
2 12,5651 1,4723 10,7766 143157 44017
3 4,1639 0,7285 3,5036 43435 2,0592
4 2,0643 0,5085 1,7986 2,0035 1,1739
5 1,2395 0,4098 1,1561 1,1105 0,7564
6 0,8272 0,3592 0,8449 0,6754 0,5287

Solucio exata -3,9530E-06

ERRO%

— % — %
X LIT
©  AKT

- @ KM
—+— FRI
—< — TIM
T T T T
1 2 3 4 5 6

No. Elementos

Figura 7.40 - Anélise de convergéncia: Caso 2: Pressao radial uniforme.

7.6.2 — Analise da forca cortante

Com o intuito de verificar a influéncia da forca cortante, analisa-se agora o arco

da Figura 7.36 submetido ao primeiro caso de carga da subse¢do anterior, para

diferentes valores do indice de esbeltez. A Tabela 7.31 apresenta os valores obtidos

para o deslocamento radial no vértice, para diferentes valores da espessura t da secdo
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transversal. Na terceira coluna dessa tabela é apresentado o valor do deslocamento
radial, designado por v, obtido levando-se em consideracdo os efeitos dos esforgos de
flexdo, cortante e normal. Em seguida esse mesmo deslocamento ¢ calculado levando-
se em consideracdo somente os efeitos dos esforcos de flexdo e normal, e o resultado,
designado por v, pode ser visto na quarta coluna. A diferenca entre o valor do
deslocamento radial incluindo ou ndo as forcas cortantes na analise ¢ apresentado na
ultima coluna. Essa diferenga ¢ calculada aqui através da expressao:

vV, -V

S

DIFF% =100x

(7.2)
A%

S

Observe que o efeito da forga cortante ndo pode ser desconsiderada na analise
quando r / t < 40, onde obtém-se uma influéncia da for¢a cortante maior que 1%. Essa
mesma razdo de esbeltez limite foi obtida por Krishnan e Suresh (1998), conforme

apresentada na Figura 1.1, do Capitulo 1.
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Tabela 7.31 — Indice de esbeltez, Caso 1: carga concentrada.

t r/t Vs Vn DIFF%
0,60 6,67 2,1003E-06  1,8473E-06 -13,6957
0,40 10,00 49768E-06  4,5821E-06 -8,6140
0,20 20,00 2,9146E-05  2,8333E-05 -2,8691
0,13 30,00 9,1600E-05  9,0373E-05 -1,3576
0,10 40,00 2,1127E-04  2,0963E-04 -0,7818
0,08 50,00 4,0747E-04  4,0542E-04 -0,5058
0,07 60,00 6,9822E-04  6,9576E-04 -0,3537
0,06 70,00 1,1082E-03  1,1053E-03 -0,2602
0,05 80,00 1,6460E-03  1,6428E-03 -0,1999

O arco submetido ao segundo caso de carga da subsecdo anterior ¢ analisado
agora para diferentes valores do indice de esbeltez. O objetivo ¢ verificar mais uma vez
a influéncia da forca cortante na analise. A Tabela 7.32 mostra o deslocamento radial
do vértice do arco para diferentes valores da espessura t da secdo transversal.
Novamente, na terceira e quarta coluna dessa tabela sdo apresentados os valores do
deslocamento radial obtidos incluindo ou ndo as forcas cortantes na andalise. A diferenca
entre esses dois valores, obtida pela Equagdo 7.2, ¢ apresentada na ultima coluna. Note
que para essa situacdo de carregamento, o efeito da for¢a cortante ¢ menor que 1% para
qualquer indice de esbeltez. Esse resultado ja era esperado, pois o arco ¢ funicular.

A Figura 7.41 mostra adicionalmente a influéncia do cortante para os dois casos

de carga em estudo.

Tabela 7.32 — Indice de esbeltez, Caso 2: pressio radial uniforme.

t r/t Vs Vn DIFF%
0,60 6,67 -3,9922E-06 -4,0018E-06 0,2399
0,40 10,00 -6,1811E-06 -6,2184E-06 0,5998
0,20 20,00 -1,2713E-05 -1,2832E-05 0,9266
0,13 30,00 -1,9444E-05 -1,9637E-05 0,9828
0,10 40,00 -2,6517E-05 -2,6782E-05 0,9869
0,08 50,00 -3,4077E-05 -3,4412E-05 0,9723
0,07 60,00 -4,2218E-05 -4,2622E-05 0,9479
0,06 70,00 -5,1188E-05 -5,1662E-05 0,9171
0,05 80,00 -6,0886E-05 -6,1429E-05 0,8831
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Figura 7.41 — Influéncia da forga cortante.

A Tabela 7.33 fornece os valores das reagdes de apoio Py, Q; ¢ M; considerando
o Caso 1 de carregamento para diferentes valores do indice de esbeltez. Note que os
valores de P;, Q; e M; aumentam a medida que o valor de t decresce. No entanto,
somente a variagdo do momento fletor ¢ significativa. Note que a diferenca de valores
da reagdo P;, por exemplo, para indices de esbeltez r / t = 6.667 e t / r = 80 é bem
pequena (3.92%). O mesmo acontece para valores de Q;, onde a diferenga entre os
indices anteriores ¢ de somente 12.73%. Ja para o momento fletor, essa diferenca ¢ de
31.21%.

Tabela 7.33 — Reagdes de apoio: indice de esbeltez, Caso 1: carga concentrada.

t r/t P1 I Ql | M1
0,6 6.67 -802,4728  -389,9237  -226,0401
0,4 10 -819,8899  -420,0910 -280,4259
0,2 20 -831,4850 -440,1744 -316,6324
0,13 30 -833,8273  -444,2314  -323,9464
0,1 40 -834,5342  -445,4558  -326,1537
0,08 50 -834,9044  -446,0969  -327,3096
0,07 60 -835,0589  -446,3645 -327,7920
0,06 70 -835,1929  -446,5967 -328,2106
0,05 80 -835,3065  -446,7933  -328,5650

A Tabela 7.34 fornece os valores das reagdes de apoio P, Q; ¢ M;
considerenado o Caso 2 de carregameno para diferentes valores do indice de esbeltez.

Note que os valores de P; aumentam a medida que o valor de t decresce, enquanto que
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os valores de Q; ¢ M; diminuem. Note que a diferenca de valores da rea¢do Py, por
exemplo, para indices de esbeltez r / t = 6.667 e t / r = 80, ao contrario do Caso 1, ¢
muito grande (-1164.41%). Ja a variacdo de valores de Q; e M; (65.15% e 60.62%,

respectivamente), para os mesmos indices anteriores, ¢ bem menor.

Tabela 7.34 — Reacdes de apoio: indice de esbeltez, Caso 2: pressdo radial uniforme

| t | v/t | Py | o [ wm |
0,60 6,67 -196,9389  620,6792  1559,4821
0,40 10 -246,7727  611,8921  1538,9373
0,20 20 -494,7967 568,1588  1436,6850
0,13 30 -842,5500  506,8405  1293,3176
0,10 40 -1227,6063  438,9447  1134,5714
0,08 50 -1603,3757  372,6864 979,6539
0,07 60 -1851,0451  329,0156 877,5478
0,06 70 -2146,1991  276,9720 755,8654
0,05 80 -2490,1098  216,3313 614,0822

A influéncia do efeito da forca cortante ¢ analisada também para diferentes
valores do angulo B de abertura do arco (veja Figura 7.36). A Tabela 7.35 apresenta a
diferenca entre os valores do deslocamento radial para o Caso 1 de carregamento,
incluindo ou ndo as forgas cortantes na analise e para para trés indices de esbeltez: r/ t
=10 (arco espesso), r / t =40 (arco moderado) e r / t = 80 (arco esbelto). A Figura 7.42
ilustra também a influéncia do cortante para esses valores do angulo de abertura do
arco.

Verifique que a influéncia do angulo de abertura para arcos esbeltos e
moderados ndo ¢ significativa. No entanto, para arcos espessos, o angulo de abertura ¢

fator determinante: quanto mais abatido, maior ¢ a influéncia da forga cortante.
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Tabela 7.35 — Angulo de abertura, Caso 1: carga concentrada.

DIFF%
| 2B [ r/t=10 [ r/t=40 [ r/t=80
20 46,5817 4,1318 0,9627
40 14,2136 1,8761 1,0108
60 6,7297 1,9441 0,6611
80 7,1513 1,4325 0,4038
100 7,7729 1,0016 0,2644
120 7,3912 0,7189 0,1848
140 6,4799 0,5352 0,1360
160 5,4843 0,4117 0,1040
180 4,5930 0,3255 0,0819
200 3,8496 0,2633 0,0661
220 3,2464 0,2169 0,0544
iig-\ - > r/t=10
= 404
Al r/t=40
30 o r/t=280
254
204
151 X
12_ % % —© X e
(154 J ° . . °
—5 T T T T T T T
10 20 40 50 60 70 8 90 100 110

P

Figura 7.42 — Angulo de abertura, Caso 1: carga concentrada.

A Tabela 7.36 apresenta a diferenca entre os valores do deslocamento radial do
Caso 2, incluindo ou ndo as deformagdes cisalhantes na analise, para os trés indices de
esbeltez utilizados na andlise anterior. A Figura 7.43 ilustra também a influéncia do
cortante para diferentes valores do adngulo de abertura. Como no Caso 1, note que a
influéncia do 4ngulo de abertura para os arcos esbeltos e moderados ndo ¢ significativa.

Para arcos espessos verificou-se mais uma vez que o angulo de abertura ¢ fator

determinante: quanto mais abatido, maior ¢ a influéncia da forca cortante.
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Tabela 7.36 — Angulo de abertura, Caso 2: pressio radial uniforme.

DIFF%
| 28 [ r/t=10 | r/t=40 | r/t=80
20 47,8007 3,6966 0,3554
40 12,5109 -0,0886 -0,0457
60 1,5821 -0,0690 0,0289
80 -0,3289 0,0369 0,0978
100 -0,4040 0,1351 0,1735
120 -0,2049 0,2342 0,2574
140 0,0223 0,3422 0,3535
160 0,2271 0,4585 0,4570
180 0,4215 0,5819 0,5651
200 0,6188 0,7199 0,6784
220 0,8096 0,8673 0,7891
522 - r/t=10
= 404
a5l ———— r/t=40
304 ® r/t=280
254
204
154 »
10 \
5_
0"\9 é%i%%%ﬂ——lﬂ

T 1
10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110

Figura 7.43 — Angulo de abertura, Caso 2: pressio radial uniforme.
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3

CONCLUSOES
E SUGESTOES

8.1 - CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um estudo numérico computacional de seis
elementos finitos para analise linear de arcos. Os artigos de Marquis e Wang (1989),
Akhtar (1987), Litewka e Rakowski (1997, 1998), Friedman e Kosmatka (1998) e Kim
e Kim (1998) foram de fundamental importancia nas implementagdes realizadas.

Com o objetivo de validar essas implementacdes e avaliar a eficiéncia
computacional dessas formulagdes, foram estudados varios exemplos de problemas
estruturais encontrados na literatura. Esses exemplos e suas respectivas analises foram
apresentadas no Capitulo 7.

Decorrente das analise dos problemas estruturais presentes nas Se¢des 7.2 ¢ 7.3
[J onde procurou-se investigar o desempenho das formulagdes WAN e TIM [ e dos
exemplos das Segoes 7.4, 7.5 ¢ 7.6 [1 onde procurou-se investigar o desempenho das

formulacdes LIT, AKT, KIM, FRI e TIM U pode-se chegar as seguintes conclusoes:

e Na Secao 7.2 foram modelados arcos parabdlicos submetidos a cargas
concentradas e distribuidas. Com a formulacio WAN foram obtidos bons
resultados com um numero pequeno de elementos finitos na modelagem para o
caso de cargas concentradas. No caso de carga uniformemente distribuida, as
aproximacodes existentes no calculo do carregamento nodal equivalente podem
ser apontadas como a principal razdo dos erros obtidos com a utilizacdo de
poucos elementos parabdlicos na discretizacdo do arco. J& com a formulacio

TIM, que utiliza elementos retos, resultados satisfatorios s6 foram obtidos com



um numero significativo de elementos finitos na modelagem do arco, para todas
as situagdes de cargas. No entanto, para o caso da carga uniformemente
distribuida, a formulacdo TIM mostrou-se mais eficiente que a formulagdo
WAN;

Ainda na Se¢ao 7.2, foi apresentado um estudo sobre a influéncia da relagdo f/
L no calculo das reagdes de apoio para o caso de carga vertical concentrada no
vértice. Através desse estudo pode-se observar que quanto maior o valor de f,
mantendo-se L constante, menor ¢ o valor do empuxo (esforco axial) nos
apoios. No entanto, o valor do momento fletor cresce a medida que o valor de
cresce. Outro dado importante observado nessa analise, ¢ que quanto maior o
valor da relagdo f/ L, menos eficiente é o elemento WAN. Para a relagdo f/ L =
0.3, por exemplo, o erro percentual ¢ de -5.469%;

Foram tragados diagramas de momento fletor para os quatro casos de carga da
Secdo 7.2 empregando a formulagdo WAN. Apesar de apresentar erros
percentuais maiores que 1% em relagdo a solucdo exata, em alguns pontos da
estrutura modelada, foi possivel apresentar o formato real desses diagramas de
momento fletor;

Como ultima analise da Secdo 7.2, foram tragadas as linhas de influéncia para as
reagoes de apoio Py, Q, e M,, utilizando novamente a formulagado WAN. Como
no caso dos diagramas de momento fletor, as linhas de influéncia das reagdes de
apoio apresentaram erros percentuais maiores que 1% em relagdo a solugdo
exata em alguns pontos nodais da estrutura modelada. Entretanto, foi possivel
apresentar o formato real dessas linhas de influéncia;

Na Se¢do 7.3 a atengdo foi direcionada a modelagem de um semi-arco
parabolico, de secdo tranversal variavel, submetido a uma carga concentrada
vertical na extremidade livre. Como cada elemento, em particular, possui se¢do
transversal constante, ¢ evidente que somente com um elevado numero de
elementos tornou-se possivel simular a area e a inércia variaveis. Portanto, com
a formulagdo WAN so6 foi possivel obter bons resultados com um numero

razoavel de elementos finitos. No entanto, o desempenho computacional da
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formulacdo TIM ndo sofreu alteragdo de desempenho em relacdo ao caso da
secdo transversal constante (Secdo 7.2);

Na Secdo 7.4 foram analisados dois sistemas estruturais circulares esbeltos.
Como primeiro exemplo, um anel circular foi submetido a duas cargas
concentradas na direcdo radial. As formulagdes LIT ¢ AKT mostraram-se
bastante eficientes, onde valores proximos ao da solucdo exata (deslocamentos e
esforgos) foram obtidos apenas com um elemento na modelagem do anel. A
formulacido KIM mostrou também bom desempenho computacional (3
elementos). J4 com a formulacdo FRI s6 foi possivel obter o deslocamento
radial do apoio com razoavel precisdo utilizando-se 70 elementos finitos. No
entanto, a formulagao FRI ¢ eficiente no calculo do momento fletor M;

Como segundo exemplo da Se¢do 7.4, um arco bi-apoiado foi submetido a uma
carga momento no vértice. As formulagdes AKT, LIT, KIM e FRI apresentaram
o mesmo desempenho computacional da analise anterior, ou seja: com AKT e
LIT pode-se chegar bem proximos a solugdo exata (deslocamentos e esforcos)
com apenas dois elementos para a modelagem. Com a formulacido KIM, valores
proximos a solucdo exata foram obtidos com apenas quatro elementos; para a
formulacao FRI, entretanto, foram necessarios sessenta e oito elementos para se
obter valores proximos a solucdo exata. Novamente, a formulacdo FRI
apresentou-se de forma eficiente no calculo dos esforcos (cortante Q e momento
fletor M, localizados no vértice do arco);

Ainda na Secdo 7.4, foram tracados os diagramas de esforgos dos dois
exemplos. No caso do anel circular, foi utilizada a formulagdo KIM para o
tragado dos diagramas, obtendo-se uma aproximagdo excelente das curvas. No
caso do arco bi-apoiado, foi utilizada a formulagdo AKT para o tracado dos
diagramas de esfor¢os. Novamente, obteve-se uma boa aproximacao das curvas;
Ja na Secdo 7.5, foi analisado um semi-arco circular espesso, submetido a uma
carga vertical concentrada na extremidade livre. Novamente, as formulagdes
AKT e LIT convergiram para a solugdo exata com apenas um elemento finito na
modelagem. Para a formulacdo KIM foram necessarios dois e trés elementos

para a convergéncia dos deslocamentos u e (@ respectivamente. J4 com a
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formulacdo FRI, ao contrario das analises da Sec¢do 7.4, foram necessarios
apenas dois e quatro elementos para a convergéncia dos deslocamentos u e @,
respectivamente;

Na Se¢do 7.5, a estrutura foi ainda analisada para valores diferentes da
espessura t, e utilizando todos os elementos finitos circulares: LIT, AKT, KIM e
FRI. Através dessa analise, verificou-se, mais uma vez, que as fomulagdes LIT e
AKT convergem para a solugdo exata com apenas um elemento finito,
independentemente da espessura t da secdo transversal. O mesmo
comportamento foi observado para a formulacdo KIM, s6 que a convergéncia
dos resultados ocorre com a utilizacdo de dois elementos finitos. Ja para a
formulacao FRI, pdde-se observar que a espessura t da secdo transversal
influencia na convergéncia de resultados. Verificou-se que com essa formulagao
chega-se a bons resultados com poucos elementos quando a estrutura ¢ espessa.
Quando a estrutura ¢ esbelta (Se¢do 7.4), chega-se a bons resultados apenas com
um elevado numero de elementos finitos;

Na Sec¢do 7.6, um arco espesso foi analisado para duas situacdes de
carregamento. Como primeira situagdo de carga, o arco foi submetido a uma
carga vertical concentrada no vértice. As formulagdes LIT e KIM apresentaram-
se novamente com grande eficiéncia computacional. Com a formulagdo FRI
chegou-se a resultados com razoavel precisao com 16 elementos na modelagem.
Ja para a formulagdo AKT, independente do niimero de elementos empregados,
foi observado um erro de aproximadamente 3.4% em relagdo a solugdo exata. A
formulagdo TIM apresentou comportamento semelhante, porém, o erro
permaneceu constante, independente da quantidade de -elementos, para
discretizagdes acima de 12 elementos finitos;

Como segunda situacdo de carga, o arco espesso foi submetido a uma pressdo
radial uniforme. Ao contrario do exemplo anterior, todos as formulagdes
convergiram para resultados proximos a solugdo analitica (erro menor que 1%).
Todos as formulagdes apresentaram desempenho semelhante, exceto a

formulacdo TIM, que convergiu com um nimero menor de elementos finitos.
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Novamente, a formulagdo TIM apresentou os melhores resultados para o caso
de cargas distribuidas;

Com o intuito de verificar a influéncia da forca cortante, os dois casos de carga
da Secdo 7.6 foram analisados para diferentes valores do indice de esbeltez e
angulo de abertura do arco. Para o caso da carga concentrada no vértice,
verificou-se que a influéncia da forga cortante era maior que 1%, no caso da
razdo de esbeltez r / t <40. No entanto, para o caso de pressao radial uniforme, a
influéncia da forca cortante foi sempre menor que 1%. Esse resultado ja era
esperado pois o arco circular submetido a pressdo radial uniforme ¢ definido
como um arco funicular;

No caso da variagdo do angulo de abertura, os resultados obtidos para os dois
casos de carga foram equivalentes, isto €, o angulo de abertura para arcos
esbeltos e moderados ndo ¢ significativa, enquanto que para arcos espessos ¢ um

fator determinante: quanto mais abatido, maior ¢ a influéncia da forca cortante.

8.2 - SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

A seguir sdo descritas algumas pesquisas que podem ser realizadas com o

intuito de dar continuidade a esta dissertacao:

Implementagdes de novas formulagdes de elementos finitos curvos (Saleeb e
Chang, 1987; Raveendranath et al., 1999);

Introduzir relagcdes cinematicas adequadas para realizagdo de analises
geometricamente nao-lineares. Em termos de implementacdo computacional
esse assunto esta diretamente relacionado com a montagem da matriz de rigidez
tangente e vetor de forcas internas (Galvao, 2000; Rocha, 2000);

Introduzir nas formulagdes propostas a possibilidade de se realizar uma analise
dindmica. Em outras palavras, desenvolver e implementar a matriz de massa dos
elementos curvos estudados (Krishnan e Suresh, 1998; Tseng et al., 2000; Lin e

Lee, 2001);

140



Analisar o problema de contato bilateral e unilateral entre os elementos curvos
estudados e fundagdes elasticas (Silveira, 1995);
Implementar formulagdo de elemento finito curvo envolvendo variagdo de

temperatura (Dorfi e Busby, 1994).
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