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O presente trabalho consiste no estudo do comportamento ndo—linear geométrico de sistemas
estruturais aporticados planos. Busca—se esclarecer aspectos pertinentes aos procedimentos
normativos a luz de andlises numéricas ndo-lineares com consideracdo de grandes
deslocamentos, utilizando-se, para tanto, o esquema incremental-iterativo de Newton—
Raphson com controle de carga, com atualizagdo da matriz de rigidez a cada iteragdo e a
abordagem corrotacional. Neste contexto, foi desenvolvida uma formulagéo capaz de modelar
elementos com secBes transversais de formas geométricas arbitrarias e variando
genericamente ao longo do elemento. A validagdo da base computacional implementada foi
feita através da comparacgdo de analises estruturais realizadas pelo software SAP2000 (2013)
e, quando pertinente, pelo TQS (2016). As aplicagdes focam em questdes relacionadas ao
projeto de estruturas em concreto armado e ago, e na avaliacdo da estabilidade global da
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Capitulol

Introducao

1.1 Contexto e Motivacao

O estudo e a utilizacdo de novas tecnologias ou de algumas alternativas tecnoldgicas ja
existentes, mas pouco empregadas, ttm sido realizados com o intuito de proporcionar
melhoramentos em questdes ambientais e econdmicas. Segundo Gongalves (2003), tornar as
estruturas mais econdmicas através da reducdo de seu peso e do consumo de materiais, sem,
contudo, diminuir a sua seguranca e durabilidade, tem sido o principal objetivo da engenharia
estrutural. Com o intuito de atingir essa meta, ha um crescimento significativo no emprego de
materiais de alta resisténcia, concomitantemente ao emprego de elementos mais esbeltos e

com secdo variavel (Figura 1.1).

Figura 1.1 Ponte de concreto armado com pilar em secédo variavel
Fonte: http:wwwp.coc.ufrj.br

A tecnologia envolvida na producdo do concreto sofreu avangos significativos nas
Gltimas décadas proporcionando um expressivo aumento em sua resisténcia. Era usual o

emprego do concreto de resisténcia entre 15 MPa a 20 MPa, contudo, atualmente, utiliza—se
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também concreto de resisténcias superiores a 50 MPa (Moncayo, 2011). Em relacéo ao ago,
cita—se 0 uso de perfis formados através do dobramento a frio de chapas metélicas de acos
dicteis, conhecidos como perfis de chapas dobradas ou perfis formados a frio. Devido ao
emprego de tecnologias desse tipo, observa—se a maior incidéncia de sistemas estruturais mais
leves e elementos mais esbeltos.

O aumento da esheltez dos elementos estruturais € um fator determinante na sua forma
de colapso, portanto deve ser considerado no dimensionamento estrutural. Elementos esbeltos
perdem sua estabilidade através do processo denominado flambagem e podem ruir em virtude
da presenca de grandes deflexdes laterais. Sendo assim, no projeto desse tipo de estrutura,
devem-se utilizar processos que considerem aspectos da instabilidade estrutural do sistema.

A perda de estabilidade esta intimamente relacionada aos efeitos de segunda ordem,
podendo estes ser globais (P-A) ou locais (P-5).

No caso de poérticos de edificagdes, os efeitos P-A sdo aqueles decorrentes dos
deslocamentos horizontais dos nés da estrutura, também denominados efeitos globais de
segunda ordem (Fig. 1.2 b). Eles ocorrem devido as forcas verticais aplicadas no pdrtico
associadas aos deslocamentos relativos nas extremidades do pilar, sendo assim 0s
deslocamentos que ocorrem no meio dos vdos dos elementos ndo sdo consideradas. Os
momentos fletores adicionais associados ao efeito P-A sdo obtidos a partir de equagdes de
equilibrio, estabelecidas na configuracéo parcialmente deformada do portico.

J& os efeitos P-3 (Fig. 1.2 c) sdo referentes a cada elemento individualizado. Sendo
assim os momentos fletores adicionais associados a estes efeitos de segunda ordem s&o

obtidos por equages de equilibrio escritas nas configuracbes deformadas dos varios

elementos, considerando as forgas de compresséo axial correspondente a cada um (Silvestre e
Camotim, 2007).

(a) Configuracéo deformada (b) Efeito P-D (c) Efeito P-d

Figura 1.2: Efeito de segunda ordem em portico
Adaptada de Silvestre e Camotim (2007)



Os procedimentos gerais de analise e dimensionamento de estruturas em ago e concreto
no Brasil sdo regulamentados pelas normas ABNT NBR 8800 (2008) e ABNT NBR 6118
(2014), respectivamente. As prescricbes normativas sdo baseadas na avaliagdo de estados
limites tais como: estado limite Gltimo e estado limite de servico. Particularmente no caso de
estruturas com elementos esbeltos, verifica—se que os aspectos de ndo-linearidade do sistema
sdo essenciais. Neste contexto, a ndo-linearidade geométrica torna—se extremamente
importante, dando origem a fendmenos geralmente ndo encontrados em sistemas lineares,
como a existéncia de multiplas configuracdes de equilibrio (estaveis e instaveis) e de pontos
criticos (limite e bifurcacdo) ao longo do caminho néo-linear de equilibrio (Pereira, 2002).

Outro tipo de ndo-linearidade que também deve ser considerada no dimensionamento
estrutural € a ndo-linearidade fisica, que esta associada a fatores como: o comportamento
inelastico do material, caracterizado por uma relagdo constitutiva ndo-linear; a perda de
resisténcia e rigidez do material durante o carregamento e as deformagfes permanentes nos
elementos estruturais, também conhecidas como plastificacdo. Neste caso, ressalta—se que
elementos em concreto armado tipicamente possuem rigidez varidvel, essencialmente descrita
pelo processo de fissuragdo ao longo do elemento estrutural (Ghali e Favre, 1986; Khuntia e
Ghosh, 2004). Nesta dissertacdo a ndo-linearidade fisica é considerada de forma aproximada,
apenas na analise de sistemas estruturais em concreto armado, utilizando-se para tal as
prescricoes da ABN NBR 6118 (2014).

A anélise ndo-linear geométrica é calculada com base na configuracdo deformada da
estrutura. Ao se considerar também a nao—linearidade do material, tem—se como consequéncia
a possibilidade de se realizar o estudo de um sistema estrutural idealizado que se aproxime
mais do problema real. Além disso, quando houver a necessidade de se modelar elementos
ndo prismaticos, torna-se extremamente relevante o desenvolvimento e aplicacdo de uma
formulag&o que considere de maneira precisa os efeitos causados pela variacdo de rigidez.

A andlise e o dimensionamento de estruturas reticuladas com elementos de secgéo
varidvel vém sendo estudados desde a década de 50. Bleich (1952) estudou a flambagem
eléstica de colunas birrotuladas com variacdo linear e parabdlica de altura ao longo do
comprimento. A partir de entéo, devido a relevancia e ao interesse pratico na engenharia, esta
linha de pesquisa passou a ser o objeto de estudo de diversos pesquisadores. Citam-se
O’Rourke e Zebrowski (1977), que forneceram uma solugdo aproximada para determinagao
da carga critica de flambagem de colunas birrotuladas ou engastada e livre com se¢bes ndo

uniformes; Li et al. (2003) que realizaram uma modelagem ineléstica de segunda ordem de



pérticos de aco com elementos ndo prismaticos de alma esbelta; Valipour e Bradford (2011),
que utilizaram o principio dos trabalhos virtuais e o conceito de interpolacéo de forcas com o
objetivo de derivar fungdes de forma para elementos ndo prisméticos de pdrtico espacial com
ligacBes semirrigidas.

Para todos os efeitos, na resolugdo de sistemas, lineares ou ndo, faz—se necessaria a
utilizacdo de ferramentas computacionais que permitam o emprego de técnicas numericas
mais complexas. No caso de estruturas ndo—lineares, o0 método iterativo de Newton—Raphson
(Bathe, 1996; Yange Kuo, 1994) é frequentemente utilizado em sua analise. Quando
associado a outras técnicas numéricas, como o controle do comprimento de arco, 0 método de
Newton—Raphson possibilita a obtenco da trajetoria de equilibrio completa da estrutura. Essa
trajetdria descreve a variacdo do comportamento global do sistema estrutural & medida que se
variam os pardmetros de controle, como a for¢a aplicada externa e o deslocamento. Através
dela pode-se, portanto, identificar os possiveis pontos criticos. Esse assunto foi tratado em
diversos trabalhos como Saffari et al. (2013), Pires (2012) e Silva (2009).

A analise ndo-linear com base em teorias geometricamente exatas exige o emprego de
ferramentas matematicas mais sofisticadas, que geralmente demandam maior tempo
computacional, principalmente quando o sistema estrutural é de grande porte. Neste contexto,
0s processos simplificados de avaliagdo da estabilidade global sugeridos pelas normas podem,

portanto, consideravelmente, reduzir o custo computacional da analise.

1.2 Objetivos

Nesta pesquisa, visa—se incluir no programa computacional NAESY — Numerical Analysis of
Engineering Systems uma formulacéo para a analise ndo—linear geometrica de pérticos planos
capaz de modelar elementos com secOes transversais de formas geométricas arbitrérias,
variando genericamente ao longo do elemento. Menciona—se, sucintamente, que o NAESY,
cuja base foi desenvolvida por de Araujo (1994), compde-se de uma seérie de mddulos
computacionais que possibilitam a andlise de problemas de engenharia (estéticos, dindmicos,
lineares e ndo—-lineares) via formulagcdes baseadas no Método dos Elementos Finitos (MEF),
no Método dos Elementos de Contorno (MEC) e via métodos acoplados EF-EC e EC-EC.
Também ressalta—se que, na pesquisa, serdo estudados os procedimentos normativos
para a analise de segunda ordem de estruturas em concreto armado. Para tanto, serd feita a

comparacdo entre os resultados obtidos através da formulacdo ndo-linear geométrica



corrotacional com aqueles obtidos a partir das diretrizes de célculos estabelecidas pelas

normas técnicas.

1.3 Estrutura da Dissertacao

O presente trabalho € constituido por cinco capitulos. No Capitulo 2 € apresentada a
formulacdo do Método da Rigidez Direta (MRD), a deducéo das matrizes de rigidez elastica e
geométrica do elemento de portico plano e a estratégia utilizada para modelar elementos com
secOes transversais de formas geométricas arbitrérias, variando genericamente ao longo do
elemento. Com objetivo de verificar as matrizes de rigidez, é introduzido o estudo da
estabilidade de sistemas estruturais a partir de aplicagdes parciais referentes a obtengéo da
carga critica de pilares e vigas—coluna.

No Capitulo 3 tem-se a formulag&o utilizada para a analise ndo—linear geométrica com
consideracdo de grandes deslocamentos. Apresentam-se duas aplicagbes parciais que
consistem em sistemas estruturais frequentemente utilizados na validacdo de formulagdes
ndo-lineares, a saber: 0 portico de Lee e um pilar com carga excéntrica. Ainda neste capitulo
é apresentada a andlise ndo-linear aproximada de estruturas de concreto armado, segundo as
prescri¢cdes normativas.

No Capitulo 4 sdo realizadas aplica¢fes que focam em questdes relacionadas ao projeto
de estruturas em concreto armado e ago, sendo a validagdo da base computacional
implementada feita através de comparagBes com andlises estruturais realizadas pelos
softwares SAP2000 (2013) e TQS (2016).

Por fim, no Capitulo 5, sdo estabelecidas as conclusdes e consideracdes sobre as

possiveis futuras pesquisas.

10



Capitulo 2

Método da Rigidez Direta

Os métodos basicos de andlise estrutural sdo fundamentados na representacdo discreta do
modelo continuo (com infinitos graus de liberdade) de um problema real em termos de um
namero finito de pardmetros.

O problema estrutural estatico linear € um problema de valor de contorno, no qual um
conjunto de equacBes diferenciais deve ser satisfeito em todos os pontos do dominio,
respeitando as condig¢Ges de contorno naturais e essenciais. No caso das estruturas reticuladas,
0 meio solido continuo 3D é reduzido, pela consideragdo de hipoteses simplificadoras, aos
eixos centroidais dos elementos (Martha, 2010).

Um modelo estrutural, mesmo constituido por elementos reticulados, pode estar sujeito
a diferentes niveis de simplificacdo. No &mbito deste trabalho, serdo objeto de estudo os
porticos planos (Figura 2.1), que sdo modelos reticulados formados pela associagdo de
elementos coplanares interligados de forma rigida, rotulada ou, mais realisticamente, com
rigidez intermedidria (ligagdes semirrigidas). Neste tipo de problema, as forcas atuantes e
deslocamentos encontram-se no plano da estrutura, enquanto os momentos e deslocamentos
angulares (rotacbes) encontram-se em diregdo normal a este plano. Os esforgos internos
resultantes em qualquer secdo desta estrutura consistem em um momento fletor, uma forga

cortante e uma forga axial.

S DA

%

TR AN TR
Figura 2.1 Portico plano
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Neste trabalho, a analise de sistemas estruturais desse tipo sera efetuada via Método da
Rigidez Direta (MRD), que consiste em uma formulagdo matricial de sistemas estruturais

baseada em deslocamentos, apresentado a seguir.

2.1 Formulacéo Matricial

No MRD as incégnitas do problema sdo os deslocamentos dos nds do modelo estrutural, 0s

quais, em uma analise estatica, se relacionam com as a¢6es nodais a partir da equacao:

Ku=f (2.1)

em que K,é a matriz de rigidez tangente da estrutura, f é o vetor de cargas nodais

equivalentes, no qual se representa o conjunto de todas as agOes externas atuantes no sistema
estrutural, e u é o vetor de deslocamentos nodais, que envolve os deslocamentos
desconhecidos e prescritos.

Para o caso de andlise ndo-linear geométrica, os coeficientes da matriz de rigidez
tangente sdo constituidos por termos lineares (efeitos de 12 ordem) e de ordem superior, estes

ultimos dependentes do processo de deformagéo da estrutura. Nesta pesquisa, a matriz K,
constitui-se de duas partes apenas, que sdo a matriz de rigidez elastica, K., e a matriz de

rigidez geométrica, K., que essencialmente inclui os efeitos, na rigidez, dos esforcos

internos no elemento estrutural, em certa configuracdo, em presenca do campo de

deslocamentos correspondente. Sendo assim, pode—se reescrever a Equagéo (2.1) na forma:

(Ke-AKg)u=f (2.2)

em que A é um parametro adimensional associado ao incremento das cargas aplicadas na

estrutura e, consequentemente, aos esforcos axiais em cada elemento.
As matrizes de rigidez K, e K, sdo obtidas através da soma das contribui¢cdes de

coeficientes de rigidez dos diversos elementos estruturais. Sendo assim, para a obtengdo das
expressdes genéricas dos coeficientes das matrizes de rigidez elastica e geométrica do
elemento de pdrtico, serd utilizada uma formulacdo baseada no Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV). Nos casos em que haja variacdo das caracteristicas geométricas e fisicas ao

longo do elemento, esses coeficientes serdo numericamente calculados. Essa estratégia
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totalmente geral se fundamenta na interpolacdo direta das caracteristicas fisico-geométricas

das sec¢Oes dos elementos e € mostrada a seguir.

2.1.1 Matriz de rigidez elastica de elemento do pdértico plano (Ke)

Na formulacdo em questdo, também utilizada por Pereira (2015), considera—se o elemento

reticulado de pdrtico plano da Figura 2.2.

X,

X,

Xs
Figura 2.2 Elemento de portico plano

As equagdes de equilibrio para esse elemento sdo dadas por:
DR =fi+f+F=0
DR, =+ f+Fy=0 (2.3)
DRy =fa+fe—fl1+ R =0
em que f; sdo as acbes de engastamento (i = 1, 6), | é o comprimento do elemento, F,,, F,
e Fy as resultantes devido a agéo externa q(x,).

Aplicando-se o PTV estabelece-se a seguinte equagdo de compatibilidade de
deslocamentos:

fiy=| M do+| Nids+| Qo (2.4)

em que u; sdo os deslocamentos incognitos; dO é a rotagdo flexional; d& corresponde ao

deslocamento axial e d). ao deslocamento transversal; M;, N;, e Q, sio, respectivamente, 0
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momento fletor, a forga normal e a forga cortante devidos ao estado de carregamento (Figura

2.3)emque f, =1, ou seja,

Mi:Mi(ﬁ)’ Ni:Ni(ﬁ)v Gi:Qi(ﬁ) (2.5)
f, _
- Af5 _
] /\_J f,
g7 £

Figura 2.3 Estado de carregamento de um elemento de portico plano

A partir das EquagBes (2.3) e (2.4) é possivel encontrar as expressdes dos coeficientes
de rigidez nos casos mais gerais de caracteristicas geométricas de elemento e carregamento.

Para tanto, dois casos sdo considerados: o caso | e o caso Il.

Caso I:

Figura 2.4 Elemento de portico plano considerado no caso |

Neste caso considera—se o nd final (né direito) como restringido, isto é u, =u; =Us; =0

(Figura 2.4). Sendo assim, reescrevendo—se as Equagdes (2.3) e (2.4) na forma matricial

obtém-se:
E E f, -F
{ N IF}{ ..}{ ) } 26)
Ay 0 || fq Ui —Uj
em que
100 100 f, f, ug | 8y
Ey={0 1 0], Eeg=10 1 0|, f=|fy|, fe=f5i|, U;=|Uy|=|0y (2.7)
sendo §,; o delta de Kronecker,
IO:I M; My ds+_[ NiNo ds+j 1% 45 o123, (2.8)
I E I ES I GS
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em que E é o médulo de elasticidade longitudinal; G o médulo de elasticidade transversal; S a
area da secdo transversal; | o momento de inércia & flexdo em relacéo ao eixo principal local

e X é o fator de forma da sec&o para o cisalhamento em relag&o a dire¢do X, . De forma que:

Mg=M(qa), Ng=N(q), Q=Q(q) . (2.9)

Os coeficientes da matriz A, resultam da equagao:

(2.10)

M. M. N.N. 0.
J‘#dsjtf ' ’ds+.[ L, ds=a;f;, i,j=12,3
I El I ES I GS !

para tanto, as expressdes de M,, N;, e Q; sdo obtidas considerando-se f; j=1eaacdo no

elemento, f;;, embutida nas funcdes de esforcos internos (M, N;, e Q;), é isolada.

ije

Por fim, a matriz A, é definida a partir de:

A = 0 L EI L ——ldX1 (2.11)

1
| EI ——dx L del

q(x,)

{ A
f6f r‘z f4f

Figura 2.5 Elemento de p6rtico plano considerado no caso Il

No caso I, mostrado na Figura 2.5, 0 n6 restringido é o inicial (n6 esquerdo), portanto

U, =U, =U; =0. Nessas condicOes, organizando-se matricialmente as Equagdes (2.3) e (2.4)

obtém-se equagdes semelhantes as do caso |, como segue:

Ev Eg || fu R (2.12)
0 A ||fe | |Ur —Uro

sendo:
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fi fy Uyt 04t
fie=|for |, fee=| fo¢ |, Ug =|Usq |=| 05 |, =456 (2.13)

fas fos Usi g1

_ 1 MiMg N; Ng 1QQf 2.14
Upo = = o|s+jlé—sols+jI S0 (2.14)
de forma que
Mg=M(q). Ng=N(a), Q7=Q(a) (2.15)

Os coeficientes da submatriz A= sdo obtidos a partir da Equagdo (2.10), para
i, j=4,5,6 resultando em:

idxl 0 0
I'ES
2
A=l 0 jl %+édxl jl %dxl (2.16)
l—x 1
I 0 J.| %dxl J.I adxl |

Impondo-se nas Equacbes (2.6) e (2.12) a condicdo de U, =Ug,=F,=0 e

considerando os deslocamentos nodais prescritos U;; e Uy , tm-se:
fu =AU fe=—E,f;, i=123 (2.17)
fee =AmpUs, fy =—Efy, /=456 (2.18)

Finalmente, a matriz de rigidez elastica para o elemento de pdrtico plano € dada por:

K, = fi (2.19)
fe e

comi=123e f=4,5§6.
Nos casos em que o elemento possui rigidez constante, sua matriz de rigidez elastica

pode ser escrita como:

16



_$ 0 0 —$ 0 0 ]
0 12E| 6EI 12E| 6EI
|3(l+(py) |2(1+(py) |3(1+(py) |2(1+(py)
6EI (4+(py)E| 6EI (2+(py)E|
0 0 - 12E1
 _ P(1+g,)  1(1+oy) 1?(1+g,) I(1+o)) com o, = GSIZX (2.20)
. —? 0 0 ? 0 0
12E| 6EI 12E| 6EI
|3(l+(py) |2(1+(py) |3(l+(py) |2(1+(py)
0 6EI (2+(py)EI 0 6EI (4+(py)EI
2 2
i | (l+(py) |(l+(py) | (1+(py) |(l+(py) |

2.1.2 Matriz de rigidez geométrica de elemento do portico plano (Ky)

Neste trabalho, a matriz de rigidez geométrica resulta da consideracdo do momento fletor, do
esforgo cortante e do normal gerados por cargas axiais e transversais em presenca de
deslocamento lateral do elemento. As expressdes genéricas de seus coeficientes podem ser
derivadas pelo mesmo procedimento apresentado anteriormente para determinar 0s

coeficientes da matriz de rigidez elastica, sendo assim, tem-se:

Caso I:

fungéo de deslocamento transversal, w(x)

1i I}
- -
u, tu
—_— —
u, f

Figura 2.6 Elemento de pértico plano deformado considerado no caso |

Baseado na Figura 2.6, vé-se que o momento fletor adicional gerado pela carga axial

(f;) pode ser expresso por

M =M (f;)=—f; [w(x)-u,] . (2.21)
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n
\ t
\\ Ql
fi . 1
L 4\

Z

\
N1 7% \
N, \ .

L Q
fai
Figura 2.7 Decomposicao das forcas f;; e f,; no eixo deformado
Além disso, pela decomposicéo das forgas f; e f,; segundo as direcdes tangente, t, e
normal, n, ao eixo deformado (Figura 2.7), h4 o surgimento de um esforco cortante (Q,) e de
um esfor¢o normal (N, ) adicionais. Sabendo—se que a rotagdo u, em um ponto é dada pela

derivada primeira da funcdo deslocamento, pode-se entdo escrever a equagdo do referido

esforgo na forma:

Q =Q(fy)=—fw'(x) (2.22)
N, =N (fy)=fyu'(x) (2.23)

em que U(X) ¢é a fungéio que descreve os deslocamentos axiais.

Incluindo—se a contribuigdo destes esforgos em (2.10), as expressdes dos coeficientes
al’ e al), que sdo os termos da matriz A, relacionados a forca axial e cortante, sero,

entdo, dadas por

al = - [u2 w(x)] o|s+jI GSI[ w(x)lds, i=123. (2.24)

N, N .
aly = | 'E—Sde, i=1,2,3. (2.25)

De acordo com as Equagdes (2.24) e (2.25), as expressdes de af}), all) e al}) sdo:

(|)_ el
[ Esdxl (2.26)

al) = | 1[u2 WOl d + f —Lwg) oy 2.27)
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0 :J‘ W(X)—U, d
S =1
Aproximando-se os deslocamentos transversais e axiais dos elementos por funcdes de

(2.28)

interpolagdo cubica, w(x) e u(x), determinadas de modo a satisfazer as condigdes de

extremidade no caso |,

w(0)=u,, W(O0)=u;, wl)=w()=0 (2.29)
u@=u, u()=0 (2.30)
segue:

W(X;) =@, (XU, + @3 (% )Ug (2.31)
(%) =0y (X)u (2.32)
com

3 2 X3 2

o (x)=1- —, Q,(%) = 25 B 3% >+l e (p3(X1)———2 +X% (2.33)

Tem-se, portanto,

ag) =viu, aly) =vigu, +vigluy a = v, vy, (2.34)
sendo

v - chl (Xl) (2.35)
Vi) = [ 2, (x)]dx, + j L(p'z (%) dx, (2.36 a)

I El

v = gcpg(xl)dxl | ag % () by (236 b)
WP = [ Z-lox(0) - (2372)
Vi) = ,%dxl (2.37b)

O sistema de equaces para calculo dos coeficientes da matriz de rigidez geométrica é,

portanto, dado por:

Tl =

sendo
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vi) 0 o

000
vy=| 0 vl v, F=|0 0 0f. (2.39)
010

0 vy vy
Os demais termos serdo idénticos aqueles definidos na Equacéo (2.6).

Caso Il:

W) tlu

Figura 2.8 Elemento de portico plano deformado considerado no caso Il

Seguindo o mesmo procedimento descrito acima para o caso |, podem-se derivar as
expressdes correspondentes para avaliagdo dos coeficientes de rigidez geométrica no caso Il
(Figura 2.8).

O momento fletor adicional gerado pela carga axial (f,;)é expresso por:

My =M (fy¢)=—"14 [us—w(x)] (2.40)

Figura 2.9 Decomposicdo das forcas f,; e fy; no eixo deformado

Assim como na determinagdo dos esforcos Q, e N, os esforgos cortante (Q,) e normal
(Njg) adicionais referentes ao caso Il sdo obtidos pela decomposicdo da carga axial (f,;) e

transversal (f;;) no eixo deformado (Figura 2.9), segundo as equacoes:

Qs =Q(f, )= f,,W(x) (2.41)
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Ng = N(f5;) = fs,u'(x) (2.42)
Incluindo-se a contribuicdo destas forgas na Equacgdo (2.10), as expressdes dos
coeficientes alf;) e al?), que sdo componentes da matriz A relacionados a forca axial e

cortante, sdo obtidas por:

M

ﬁ:jl = —w(x) - u5]ds+.f —w(xl)ds f =456 (2.43)
NN

atf';):jl éssdx, f =4,5,6 (2.44)

De acordo com as Equagdes (2.43) e (2.44), as expressdes de alt’, alf) e al") sdo

F
aj) = L _dxl

ES (2.45)
(F) _ M —u.ld _X
854 L El [w(x) —Us] X1+J.| GSW(Xl)dxl (2.46)
alf) = [ MLt g (247)

Aproximando-se os deslocamentos transversais e axiais dos elementos por funcdes de
interpolacdo cubica, w(x) e u(x), determinadas de modo a satisfazer as condi¢bes de

extremidade no caso Il, ou seja,

w(l)=us, W(l)=us, w(0)=w(0)=0, u(l)=u,, u(0)=0 (2.48)

resultam as funcGes de deslocamentos, w e u, dada por

W (%) = @5 (X)Us + g (X )Ug (2.49)
U (%) =, (%)u, (2.50)
em que

2 )3 X X
?4(%) Z% , 95(%) 23% |3 e 0s(%) = LB (2.51)

Reescrevendo os coeficientes a!f) e a7 de maneira a tornar explicitos os

deslocamentos, chega—se as equacdes:
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(F) _ \/(F) (F) _ y/(F) (F) (F) _y/(F) (F)
Q5 =Vag Uy, 85" =Vg5 Us +V5s°Ug, 8" = Vs Us +Vgg Ug (2.52)

com:
vF) = P4 (Xl)d (2.53)
44 ' T ES Xy
| —
=1 U2 0106, L i (2542)
| —
v = | M%(xl)dxl e L (x) dx, (254 b)
V) = jcps(xl) -1 (2.55 a)
|
v = de (2.55 b)

65 | El 1
O sistema de equacg0es para célculo dos coeficientes da matriz de rigidez geométrica é

dado por:

{Eu EIF}FH}Z_U{FO } (2.56)
0 Ag || fx Ve

em que

vib0o 0
(F) y(F) (2.57)

Vee =| 0 Vs’ Veg
0 Vi) v
Os demais termos serdo idénticos aqueles definidos na Equacéo (2.12).
A matriz de rigidez geométrica de elemento, K, , compde-se, portanto, dos termos f;;
fi, fm, T, calculados a partir de (2.38) e (2.56) e organizados em forma matricial

conforme se indica na Equacdo (2.19). Para o caso particular em que o elemento possui

rigidez constante, K, € dada por:
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% 0 0 % 0 0
fy (S(PY +6) f, 1 fs (5903/ +6) fs 1
o 2 L o 4 —4
5 1(1+9,) 10 (1+¢,) 5 1(1+9,) 10 (1+¢, )
o h1 il (50, +8) o f 1 i, [1+<py
10 (1+¢, ) 60 (1+9,) 10(1+g,) (1+9,)\30 12
K. =
Tk 0 0 —ﬂ 0 0
I I (2.58)
0 71(5(py+6) f 1 0 _L(S(py+6) f 1
5 1(1+9,) 10(1+¢, ) 51(1+¢,)  10(1+g,)
I S [1+<pyj o fu 1 1,1 (59, +8)
10 (1+,) (L1+o,)\30 12 10(1+g, ) 60 (1+0,)
12E|
com ¢, ZFFX

E importante ressaltar que f, e f, sdo, respectivamente, as forgas normais resultantes

nos nads inicial e final de cada elemento, ndo sendo necessariamente iguais (vide Figura 2.10).

fi fa

® * ——>»

Figura 2.10 Forcas axiais no elemento

2.1.3 Elementos com rigidez variavel ao longo do comprimento

Um dos objetivos da formulagdo proposta neste trabalho é criar opgbes de modelagem de
elementos com rigidez variavel. Logo, com esse fim, apresenta-se abaixo a generalizacéo
dessa estratégia para os casos em que a rigidez dos elementos estruturais reticulados varie
segundo leis quaisquer. Particularmente, consideram-se 0s seguintes tipos de leis de variagéo
de rigidez (além da constante): linear, parabdlica, clbica e quértica.

Como no caso geral de variacdo de rigidez, as integrais que compdem as expressoes das
matrizes A,, A, V, e Vg

ndo podem ser avaliadas analiticamente, torna—se

imprescindivel a consideracdo de um esquema de integracdo numérica. No &mbito deste
trabalho foi utilizado o processo de integracdo Gauss-Legendre (Bathe, 1996), no qual a
integral é substituida por um somatério do valor da fungdo avaliada em certos pontos

amostrais do intervalo de integracdo e ponderada pelos respectivos pesos. Aplicando—se esse

processo as EXpI'ESSOGS dos coeficientes a eV, , escreve-se:

ij !
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1 npg
& = L g; () dx = J‘_lgij [X(n)] |J (n)l dn= IEZ g; [x(M)] o, (2:592)
k=1
1 npg
Yij :L hy; (X) dx ZI_l h; [X(n)] |J (n)l dn zlzzhij [X(M)] oy (259 b)
k=1

em que os integrandos, g;(X) eh;(x), relacionam-se, respectivamente, com os coeficientes

a; € V;; M, € a abscissa do k-ésimo ponto de integragdo; o, € o fator de pesagem

ij
correspondente e npg € o nimero de pontos de integracdo. Na Figura 2.11, apresentam—se as
funcbes de interpolacdo (linear, parabdlica, cubica e quartica) adotadas neste trabalho para
aproximacdo da variacdo de rigidez dos elementos. Note-se que essas fungdes sdo
convenientemente mapeadas no intervalo das coordenadas naturais, —1<m <+1, j& que assim

podem ser prontamente consideradas na quadratura de Gauss-Legendre (Equagdes 2.59).

1 12 —

1 —H2

08 —1 H3

S,

06 o6
2 2°
Toa T o4

0.2

02
0

| ‘ \ I
% 08 08 04 02 0 02 04 06 08 1 02— %5 o6 04 0z 0 0z 04 05 08 1
n n
1 1 1 1
H1:E(l—n) Hz=5(1+n) H1:E(l—n)ﬂ H, =1-n? H3=E(l+n)n
(a) 1° grau (b) 2° grau

12 ‘ 12

1 | 1

o 0.8 \/ \/

06 —H1[] > / \ —H1
G —He| | H“/ \ —H2[
™ H3 <02 H3| |

02 ——H4j | 0 ::g

0 -0.21

0.2 0.4

047 05 0 05 1 -1 05 0 05 1

n n

9 1 27(1 4 1 1
Ho=—(1-n)| n?==| H,=2L[Z - Hy=——=n(1-n)| n2==| Hy=4|=-n?|(1-n2
=g n)(n 9] . 16[3“1)(1 ) == n)(n 4] : [4 nj(l )
—2 1 2 _i o 1 H =i 1-2 2_ H :_i 1 2 _
2—16(5—11](1—11) H4—16(1+n)(n _Ej 2=gn(=2n)(n’ 1) Hy==Zn(t+n)(n’-1)

0 4 1

(c) 3° grau Hs=gn(1+n)(n2—zj

(d) 4°grau

Figura 2.11 Func0es de interpolacdo
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2.1.4 Determinacao das grandezas geométricas

Para o célculo das rigidezes, € necessario o conhecimento de algumas grandezas geométricas
da secdo transversal como a area (S), fator de forma () e inércia (I). No referido programa,

considera—se a biblioteca de se¢Oes apresentada na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Biblioteca de se¢fes disponiveis no programa

. . Fator de forma
Secéo Descricao :
ao cisalhamento

L I Secdo retangular 65
h

— Forca cisalhante paralela as bordas 5bd
D
bf
———1
<1 Secéo | 3 S
W = -
> ‘ d Forca cisalhante paralela ao flange 5 t, bf
tf
d
t, " " Secéo | i
H Ibf Forga cisalhante paralela & alma t,d
tW
——
Secdo tubular de parede fina S
- @ t Forca cisalhante nrt
D
Secdo circular E
. Q Forca cisalhante 9
e S
Secdo retangular tubular de parede fina =
- D Ib Forca cisalhante paralela a direcdo d 2td
i
y 2
*dn I X
x - "
" % )\f Secdo genérica J, Q(y) dy
y b(y) Forca cisalhante paralela a direcdo y : b(y)
b
yo “og "
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Ressalta—se que as propriedades das segOes usuais incorporadas ao programa
computacional (retangular, 1, H, circular, tubular circular, tubular retangular) séo calculadas
analiticamente. No caso, porém, da modelagem de se¢Bes arbitrarias, as suas propriedades
geométricas sdo calculadas por uma formulacdo baseada em integrais de contorno. As
expressdes bésicas utilizadas para esse calculo sdo dadas pelas relagfes abaixo, em termos das

grandezas mostradas na Figura 2.12.

o/ X

Figura 2.12 Secdo transversal genérica e o detalhe do contorno
Fonte: Pereira, 2015

sﬂgm:jﬁ%m:cﬁrxnxdr (2.60 a)
L=, yzdgzjga(’jTyz)quer y*n,dr (2.60 b)
=—j xdQ = sfga(axxy) -1 cﬁxyn dr (260 ¢)
“f f a(@xxy) Q—égﬁrxynxdF (2.60 d)

em que x e y sdo a abscissa e a ordenada do ponto nodal, respectivamente.
E importante ressaltar que as expressbes 2.60 sdo facilmente obtidas aplicando o

Teorema de Green. Maiores detalhes podem ser encontrados em Hillessheim (2013).

2.2 Carga Critica

Ao longo do caminho ndo-linear de equilibrio, as configuracdes de equilibrio podem sofrer
mudancas de carater qualitativo no que se refere a sua estabilidade. Essas mudangas estdo

associadas aos pontos criticos que podem ser pontos de bifurcagdo ou pontos limites. Nesses
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pontos, a tangente ao caminho ndo-linear de equilibrio é nula, como mostra a Figura 2.13
(Gongalves, 2003).

P,

o /V,det (K =0

u
Figura 2.13 Ponto critico na trajetéria de equilibrio

Neste contexto, a obtengdo da carga critica ndo necessita de uma analise estrutural
completa, mas apenas da determinacéo dos valores de carga para os quais o determinante da
matriz de rigidez se anula. O procedimento utilizado para o célculo € a reducéo do problema

descrito pela Equagéo (2.2) em um problema de autovalor, mostrado a seguir:

(Ke=2Kg)u=0 (2.61)

Para a resolugdo da Equagdo (2.61) foram utilizadas as rotinas computacionais do
pacote LAPACK (Linear Algebra Package) disponiveis livremente na internet através do site

http://www.netlib.org/lapack/.

2.3 Aplicagdes Parciais

Nesta secdo apresentam-se algumas aplicacbes parciais referentes ao calculo de cargas
criticas de colunas e vigas—coluna com elementos ndo prismaticos. Essas aplicacdes visam
validar a formulagdo para obtengdo das matrizes de rigidez implementada no programa
NAESY. Neste contexto, para fins de comparagéo, utilizou-se o software SAP2000 (2013) e,
quando pertinente, a modelagem dos problemas com a estratégia de variacdo discreta,
denominada como variacdo em salto, na qual a mudanga da secdo é simulada utilizando-se

Vvérios elementos de secdo constante.
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2.3.1 Pilar de se¢éo retangular ndo prismatica

Nesta aplicacdo determina—se a carga critica do pilar de concreto de sec¢do retangular, com
altura variando linearmente ao longo do comprimento, apresentado na Figura 2.14. As
propriedades fisicas e geométricas do pilar sdo: | =6 m, hj= 0,40 m, hy=0,20 m, b = 0,15 m,
E=21GPaev=0,,2

e
i !
—
h
hi .

Figura 2.14 Pilar ndo—prismatico e propriedades

Diferentes condi¢des de apoio e discretizaces do pilar foram consideradas na anélise,

como mostram as Figuras 2.15 e 2.16, respectivamente.

% LLLLyL LLLLL

77777 7éﬁ>7 77777 77777

@) (b) (©) (d) el 6el. 9el. 12el.
Figura 2.15 Condigdes de contorno essenciais Figura 2.16 Discretizaces utilizadas

Utilizaram-se, inicialmente, as op¢Bes de variacdo linear de altura e variacdo cubica de
inércia. Visando a validagdo dos resultados, este exemplo foi também analisado via SAP2000
(2013), considerando variacdo cUbica de inércia e a discretizacdo da coluna em 5 elementos.
Como vé-se nas Tabelas 2.2 e 2.3, os resultados obtidos pelo programa NAESY e pelo
SAP2000 (2013) apresentam boa concordancia, validando, portanto, a matriz de rigidez
geométrica implementada. Verifica—se também que as cargas criticas determinadas
considerando variacdo cubica de inércia foram coincidentes com as obtidas considerando

variagéo linear da altura.
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Tabela 2.2 Carga critica obtida com variacdo linear da altura

Ct;r;(:]i[%?isode MAESY (0 SAP2000 (kN) (12E zl;_0><( Tglp.
el 6 el 9el. 12 el. SAP2000)
@) 576,256 639,572 653,659 659,919 622,203 6,061
(b) 1.508,510 1.649,614 1.670,012 1.675,618 1.683,115 0,445
(c) 2.940,865  3.302,248 3.374,998 3.374,998 3.391,129 0,476
(d) 25.480,808 6.752,589 6.633,771 6.596,122 6.553,435 0,651
Tabela 2.3 Carga critica obtida com variacdo cubica da inércia
Condigdes de NAESY (D) SAP2000 (kN) (12E (I;:’.Ox((fggp.
el 6 el. 9el. 12 el. SAP2000)
@) 576,242 639,571 653,660 659,921 622,203 6,062
(b) 1.508,428 1.649,631 1.670,010 1.675,615 1.683,115 0,446
(c) 2.940,852  3.302,501  3.359,337  3.375,011 3.391,129 0,475
(d) 7.337,528  6.752,981 6.633834 6.595,864 6.553,435 0,647

Por fim, com o objetivo de testar as diferentes possibilidades de modelagem de variagdo

de rigidez disponiveis no NAESY, avaliou-se a carga critica do pilar, com a condigdo de

contorno engastado-livre e a discretizacdo em 12 elementos, considerando—se variagéo linear,

parabdlica e cubica de inércia. A partir dos resultados mostrados na Tabela 2.4, observa-se

uma grande sensibilidade na modelagem de elementos ndo prismaticos. Consequentemente,

vé-se 0 qudo relevante é a etapa de determinacéo do tipo de variacdo para que o modelo

simplificado se aproxime do modelo real da estrutura e proporcione a obtengdo de resultados

mais precisos.

Tabela 2.4 Carga critica obtida para diferentes variagdes da inércia

Carga Critica (kN)

Modelagem NAESY SAP2000 Erro (%)
Variacdo linear 794,221 770,764 3,043
Variacdo parabédlica 626,899 661,537 5,236
Variacéo cubica 659,921 622,283 6,062

29



2.3.2 Viga ndo prismatica submetida a flexo-compresséo

A segunda aplicacdo consiste na determinacéo do fator de carga critica, A, da viga—coluna bi-
apoiada com comprimento | = 2 m, submetida a carga axial Px= 100 kN e ao momento fletor
My = 2000 kKN.m, mostrada na Figura 2.17.

My/‘ \My 1My 1 Myl ;
) X

| | | .

(a) Carregamento (b) Carregamento critico

Figura 2.17 Viga—coluna

9
N1

As propriedades fisicas da viga sdo: mdédulo de elasticidade E = 205 GPa e coeficiente
de Poisson v = 0,3. Foram considerados diferentes tipos de pegas ndo prismaticas (Figura
2.18) cujas propriedades geométricas constam na Tabela 2.5. Ressalta-se que a pe¢a da
Figura 2.18.f consiste de uma se¢do incomum, considerada especialmente de modo a testar o
mddulo do programa NAESY que calcula propriedades de secbes por meio de integrais de
contorno. Comenta-se, neste ultimo exemplo, em particular, que o processo de geracdo do
modelo de anélise com o SAP2000 (2013) foi especialmente complicado, ja que para uma
aproximacdo mais conveniente da geometria desse elemento, 3 se¢Ges especiais tiveram que
ser criadas.

Nas analises via NAESY e SAP2000 (2013) adotou-se na modelagem da se¢do ndo
prismética a opcao de variacdo cubica de inércia e também a variagdo da se¢do em salto, com
20 elementos constantes. A comparagdo dos resultados obtidos para o fator de carga, A, séo
mostrados na Tabela 2.4. Menciona—se que os valores entre parénteses, abaixo dos resultados
referentes a0 NAESY e ao SAP2000 (2013), correspondem aos erros relativos a resposta da
modelagem em salto, a qual foi coincidente para os dois programas computacionais.
Novamente verifica—se que o0s resultados obtidos através das diferentes modelagens

apresentam boa correlag&o.
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(a)

(c) (@)
(e)
(f)

Figura 2.18 Tipos de elementos

Tabela 2.5 Propriedades geométricas das pecas da Figura 2.18

Propriedades geométricas da secéo (m)

Tipo Secéo
Secdo inicial Secéo final
h;= 0,100 h¢= 0,050
(a) "
bi= 0,050 b= 0,100
b
(b) Di=0,160 D;= 0,080
. b bi=0,30 br=0,15
© t d;=0,15 di=0,30
C wW—| [-— _
w d tr= 0,02 t= 0,02
I—f— tw= 0,015 t,= 0,015
D.
Dexei = 0,160 Dexet = 0,80
(d) t=0,010 t=0,010
t
ty h,= 0,100 h¢= 0,050
© t Ib b;= 0,050 by= 0,100
e
t=0,010 t=0,010
Ld

b
hi= 0,100 h¢= 0,050
6 n\ /LIy bi= 0,050 bs= 0,100
n; = 0,010 ns = 0,050




Tabela 2.4 Fator de carga (1)

Erro
. N° de SALTO
SeGH0  ioentos NAESY (M) SAP2000) (\aFsy 206l NAESY(;‘OS)APZOOO

11,32 10,72

@ 3 (7,44%) (12,35%) 12,23 5,30
38,99 43,29

() 6 (3.959%) (7319%) 40,34 9,93
387,71 376,64

© 3 (3,63%) (6.36%) 402,30 2,86
21,68 22,25

(d) 6 (2.25%) (0.52%) 22,18 2,56
8,42 8,05

© 3 (2,43%) (6,72%) 8,63 4,39
18,86 18,74

® 3 (0.48%) (0.16%) 18,77 0,64

32



Capitulo 3
Analise Nao-Linear Geométrica

A andlise completa de um sistema estrutural consiste na determinacdo dos seus
deslocamentos, esforgos e reagdes de apoio quando submetido a agGes externas solicitantes.
Sendo assim, para se proceder a essa analise a partir da formulagdo apresentada, a Equagéo

2.1 0u 2.2, reescritas a seguir, deve ser resolvida para os deslocamentos nodais u.
K,u=f,ou (3.1)

(K~AKg)u=f. (3.2)

A partir dos deslocamentos podem-se determinar os esforgos internos nos elementos,
bem como as reacOes de apoio da estrutura. Contudo, os elementos da matriz de rigidez
tangente, K, ndo podem ser calculados antes que os esforgos axiais em cada elemento sejam
conhecidos, pois sdo funcBes das incognitas do problema (u). Sendo assim, torna—se
necessario o uso de um processo de solugdo incremental-iterativo.

No presente trabalho o método iterativo utilizado para resolver o sistema ndo-linear de
equacOes € o procedimento de Newton—Raphson. Esse método é um dos processos iterativos
mais amplamente utilizados na resolugdo de sistemas de equagOes ndo—lineares. Nele as a¢oes
externas, sob as quais o0 sistema estrutural é submetido, sdo mantidas constantes ao longo de
cada passo do processo incremental, por isso ele também é conhecido como método do
controle de cargas (Yang e Kuo, 1994).

Deve-se, no entanto, mencionar que apesar de sua eficiéncia, 0 método de Newton—
Raphson com controle de carga ndo € capaz de descrever completamente a trajetoria de
equilibrio nos casos em que nesta surgem pontos limites, ou seja, quando a matriz de rigidez é
singular. Para contornar essa limitagdo, outras técnicas iterativas, como o controle do
comprimento de arco, podem ser associadas ao referido método para obtencéo da trajetoria de
equilibrio completa da estrutura. Esse assunto foi tratado em diversos trabalhos como
Saffari et al. (2013), Pires (2012) e Silva (2009).
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Apesar da relevancia do estudo do comportamento pds-critico, neste trabalho foi
considerado apenas o Método de Newton-Raphson padrdo (full Newton—Raphson), com

matriz atualizada em cada iteracdo, cuja formulagéo é apresentada a seguir.

3.1 Método de Newton—-Raphson

Para implementacdo do método de Newton—-Raphson no programa NAESY, foi utilizada a
formulacdo apresentada por Yang e Kuo (1994). Em relacdo a notacao utilizada, cita—se que o
processo de deformagdo do sistema estrutural é descrito em trés configuracdes: a configuragéo
inicial indeformada (Co), a Ultima configuracdo calculada (C:) e a configuragdo corrente
desconhecida (C,). As grandezas determinadas no processo incremental e no iterativo serdo
distinguidas por serem precedidas por A e o, respectivamente. Cabe ressaltar, também, que
0s contadores, superescritos (i) & direita das variaveis, se referem ao passo de carga, enquanto
0s subscritos a direita (j) indicam o nimero da iteracéo.

O sistema de equagBes ndo-lineares no i-€simo passo de carga e na j—ésima iteragao

pode ser descrito na forma:
K'du| =p\—fi,, (3.3)
em que 6uij representa o deslocamento, pij é 0 vetor de acOes externas sob o qual a estrutura
estd submetida na j—ésima iteracdo e f}_l , as forgas internas da iteragéo anterior.

As condigdes iniciais que regem o sistema (3.3) séo:
P (3.4)
nas quais o subscrito | denota a Gltima iteracéo.

O vetor de cargas externas da j-ésima iteracdo, pij , pode ser determinado pela soma do
vetor de cargas externas da iteracdo anterior, pij_l, com o vetor incremento de cargas, x‘jﬁ ,

resultante da multiplicacdo do vetor de cargas de referéncia, P, pelo fator de cargas, 1", ou

seja:

pij = pij—l + xijf) (3.5)
Resolvendo a Equacéo (3.3) para o incremento de deslocamento, o deslocamento total,

uij , pode ser obtido, como segue:
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ujj = U’y +8u] (3.6)
O vetor dos residuos de forcas, r}_l, também referido como gradiente de forcas, resulta

da diferenca entre as forgas externas, pij _,, e as forgas internas, f}_l. A partir desse preceito, a

Equacéo (3.3) pode ser escrita na forma:

K du =Alp+rj, 3.7)

ou ainda, segundo Batoz e Dhatt (1979)

K80, =p (3.8)

K480 =i, (3.9)
Por associagdo, pode—se escrever:

5U'j =7\.'j60j +0Uj - (3.10)

Até entdo, a formulagdo incremental—iterativa foi descrita de forma geral. No entanto, a
fim de se particularizar o processo acima no procedimento de Newton—-Raphson, faz-se a
seguinte observacédo, ja relatada anteriormente, que no referido método, o vetor de acBes

externas € incrementado a cada passo de carga (apenas na primeira iteragdo). Sendo assim,

para as demais iteragGes dentro do passo de carga, o fator x‘j é nulo.

Para melhor entendimento do processo implementado, pode—se observar o fluxograma
apresentado na Figura 3.1. Através deste € possivel verificar que a rotina de solu¢do ndo—
linear comega com o conhecimento prévio de algumas grandezas, a saber: a matriz de rigidez

inicial, K, calculada na configuracéo indeformada da estrutura; o vetor de forcas externas de

referéncia, p; o fator de carga, A; a tolerancia para se determinar a convergéncia do processo
iterativo, tol, e 0 nimero de passos de carga, numpc.

A rotina entdo procede para a montagem do primeiro vetor de forgas externas, pj,
dando inicio ao primeiro passo do loop incremental (i=1). Em seguida, o fluxo do algoritmo
entra no loop iterativo, o qual busca encontrar a configuracdo deformada de equilibrio do
sistema estrutural, em que as forgas internas se igualem as externas segundo a tolerancia
definida. Até que se atinja este objetivo, a rotina implementada passa, a cada iteracéo, pelos

seguintes calculos intermediarios:
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1. Determinacédo da corre¢do de deslocamentos, du, pela solugéo de K‘HBG =p, e posterior
multiplicacdo pelo fator de carga, A, se j=1, ou pela solugdo direta de K‘j_16u =r se
j>1;

2. Decomposicdo de du em suas parcelas du, (deslocamentos naturais) e du,

(deslocamentos de corpo rigido) utilizando a abordagem corrotacional, aplicada localmente
em cada elemento;

3. Célculo da corregéo de esforgos internos associados a du,, para cada elemento;

4. Atualizacdo das coordenadas;

5. Atualizacdo da matriz de rigidez tangente K‘j_1 - Kij ;
6. Calculo do vetor de forgas internas f = f;_, + 5f];

7. Determinacédo do gradiente de forgas através da equacéo r} = p‘j —f} ;

. . e o A . |r
8. Célculo da norma relativa e verificacdo da tolerancia H”_'" <tol .
J

Parametros iniciais
K, P A tol numpc

Processo Incremental
i =1,numpc

ri=p,—f;
Au' = Au' +8U]
A =const.
J
f} = f}fl + 6f;
- - KiHSfj =p
KIJ.*]- - KIJ Ki 8 _
. ou=r
Nivel de elemento (local) !
Rk R Y
Atualizagéo + Calculo dos 3 : ~
coordenadas esforcos | 8u:6u”+ Su' du =Adu

Figura 3.1 Fluxograma do Método de Newton—Raphson padréo

Para melhor entendimento do processo, a Figura 3.2 mostra de forma grafica a

formulacédo descrita no fluxograma anterior.
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Forca externa

/\Trajetéria de equilibrio

Ap
1
— ©  Ponto de equilibrio
Forga interna f;
Gradiente de forgas r;
rp - FQrCA eXterna do incremento p'
— Rigidez tangente K
“

du? | dul  |ouj Deslocamento
A A A
dus
1
du;
1
duy

Figura 3.2 Método de Newton—-Raphson padréo

Alguns pontos dessa estratégia merecem especial atencdo. Primeiramente, cita-se que a
atualizacdo das coordenadas é feita, a cada iteracdo, a partir da correcdo dos deslocamentos
du, e posteriormente, com as coordenadas atualizadas, procede—se a atualizacdo da matriz de
rigidez tangente. Ressalta-se, também, que para a avaliacdo do vetor de forcas internas,
utilizaram—se somente os incrementos de deslocamentos naturais, du,. A decomposicdo dos
deslocamentos, como mencionado acima, consiste na denominada abordagem corrotacional, a

qual é descrita a seguir.

3.2 Descricao Corrotacional

Na andlise ndo-linear incremental-iterativa implementada é necessario se conhecer as
forgas nos elementos em cada iteragdo do processo, tanto para a determinagdo da matriz de
rigidez geométrica, K, como para a obtengéo do vetor de forgas internas, f, e calculo do
vetor de forgas desequilibradas, r. Com esta finalidade, o vetor corre¢éo de forgas internas,

5f}, de cada iteragéo € obtido utilizando-se a corregéo dos deslocamentos naturais, du,.

37



As componentes do vetor de deslocamentos naturais, ou,, responsaveis pela
deformacéo do elemento, séo obtidas excluindo—se os deslocamentos de corpo rigido, du,, do
vetor deslocamentos, du, e constam em duas rota¢des naturais nos nos do elemento, 6, e 0,,

e uma deformacdo natural, u,, isto é:

ur=[0 0 6, u, 0 6,]. (3.11)

Menciona—se que para tal deducéo, considera—se que os deslocamentos de corpo rigido
ocorrem previamente aos naturais. Um esquema da configuracdo deformada C, em relagéo a

configuracéo C; é mostrado na Figura 3.3.

Yi

B/sz
% (lxb Uy, Y +Vb)

>e
N

we

X

Figura 3.3 Deslocamentos naturais

Como dito anteriormente, 0, e 0, denotam as rota¢des naturais dos nos do elemento e

podem ser escritas como:

0,=r,-0,, (3.12)
0, =1, -6, (3.13)
em que r, e I, representam os incrementos de rotacdo gerados em cada passo do processo
incremental.

Como pode ser observado na Figura 3.3, a rotagdo de corpo rigido 6, é facilmente
determinada por trigonometria, como segue:
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0, = arctan [%j , (3.14)

sendo X e y as projegBes do comprimento do elemento em C; ao longo dos eixos 'x e ly,
respectivamente, isto &,

X="'L+u,—u, (3.15)
y=v,-V, (3.16)
em que 'L corresponde ao comprimento da viga em Ci, u, e U, sdo os deslocamentos
horizontais dos nos inicial (A) e final (B) do elemento, e v, e v, sdo os deslocamentos

verticais em A e B, respectivamente.

A deformacdo natural, u,, pode ser calculada como sugerido por Belytschko e

Hsieh (1973). Primeiramente, define—se a equagdo que descreve o comprimento do elemento

na configuragdo C, como

212 =(1L+ub—u‘.j)er(vb—va)2 (3.17)

que pode ser reorganizada na forma

20212 = 21 (uy Uy )+ (Up Uy ) + (v =V, )" (3.18)

Tomando como base a definicdo de deformacdo natural, sabe-se que u, resulta da

diferenca entre os comprimentos do elemento nas configuragdes C, e Cy, em que:

1
Ub=m[21L(ub—ua)+(ub—ua)2+(vb—va)2} (3.19)

Para 0 caso em que o incremento de deformacédo entre as configuracbes é pequeno, o

comprimento do elemento em C, pode ser considerado igual ao em Ci, ou seja, °L—'L.

Sendo assim, pode-se aproximar a Equacdo (3.19) por

Ub=2—%L[21L(ub—ua)+(ub—ua)2+(vb—va)2J (3.20)

Alternativamente, e de forma mais simples, pode-se determinar também os

deslocamentos de corpo rigido como:
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urT:[ua v, 6, u, v,-0,'L er]. (3.21)

3.3 Aplicacdes Parciais

A fim de se verificar a formulacdo apresentada neste capitulo, foram realizadas duas
aplicacdes frequentemente usadas para validar formulagdes de elementos finitos e estratégias
de solucdo ndo-linear, a saber: uma coluna engastada—livre submetida a carga excéntrica e o
portico de Lee.

Além de ser reproduzido com as caracteristicas fisicas e geométricas originais, o portico
de Lee foi modificado de forma a incluir em seu pilar o elemento de secdo variavel,
importante objeto de estudo do presente trabalho. Nesse caso, para fins de comparacéo, o
exemplo também foi analisado via SAP2000 (2013).

3.3.1 Pilar com carga excéntrica

Nesta aplicacdo tem—se a andlise ndo-linear do pilar engastado—livre com carga excéntrica
apresentado na Figura 3.4. As propriedades fisicas e geométricas do pilar sdo: comprimento
L=1m, area S=102m?, inércia | = 10° m*, fator de forma x =1, modulo de elasticidade

E = 10" kN/m? e coeficiente de Poisson v = 0,3.

P,uy

a
0,001PL

bl
©)

@

L ®

®

@

®

©)

77777 T
Figura 3.4 Pilar com carga excéntrica Figura 3.5 Pilar discretizado

Para a analise ndo-linear nos programas NAESY e SAP2000 (2013) o pilar foi
discretizado em 10 elementos (Figura 3.5) e considerou-se uma carga P = 5000 kN, dividida

em 10000 passos de carga, e tol = 107, Adotou—se um niimero tio grande de passos de cargas
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para que o NAESY conseguisse reproduzir a trajetéria mesmo em pontos em que a matriz de
rigidez geométrica se aproximasse de uma matriz singular. As respostas obtidas também
foram comparadas com as obtidas por Southwell (1941).

No gréafico da Figura 3.6 mostram—se os resultados para o deslocamento horizontal do
né 11 do pilar e pode-se observar que os mesmos foram bastante proximos. Menciona-se
ainda, que os resultados de Southwell (1941) ficaram entre a solugdo do NAESY (linha
vermelha) e do SAP2000 (2013) (linha azul).

500—rr—"rrr
—NAESY
'|— SAP2000 "
400 * Southwell (1941)
300 e e
g I~
~— ¥ =
- 200 @ ux -
100 .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
u, (m)

Figura 3.6 Trajetdria de equilibrio — deslocamento horizontal do n6 11

3.3.2 Portico de Lee

O problema analisado nesta secdo, conhecido como Portico de Lee (Figura 3.7) foi
primeiramente estudado e resolvido analiticamente por Lee et al. (1968). Posteriormente, essa
estrutura foi analisada numericamente por vérios autores como Schweizerhof e Wriggers
(1986), Pacoste e Eriksson (1997), Galvéo (2004) e Silva (2009).
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1,20 m

0,24 m

ISR

1,20 m

Figura 3.7 Portico de Lee

O portico é composto por um pilar e uma viga de comprimento L =1,20 m e se¢do
transversal com area S =6 c¢m?, inércia | =2 cm* e fator de forma x=1,2. As propriedades
fisicas do material sdo: médulo de elasticidade E =720 kN/cm? e coeficiente de Poisson
v =0,3. O sistema estrutural est4 submetido ao carregamento de P = 1 kN aplicado & 24 cm do
nd da extremidade esquerda da viga.

Para as analises, 0 modelo estrutural foi discretizado em 20 elementos (10 elementos
pertencentes ao pilar e 10 a viga), o carregamento foi dividido em 100 passos de carga
(numpc = 100) e utilizou-se tol = 107° para verificagdo da convergéncia. Para fins de
comparacéo, o exemplo também foi resolvido via programa SAP2000 (2013). Os resultados
obtidos por ambos os programas foram comparados com os apresentados por Schweizerhof e
Wriggers (1986).

Nas Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 mostram-se a trajetdria de equilibrio dos deslocamentos
horizontal e vertical do n6 13 e da rotacdo do nd 6. Pode-se observar que a formulacéo
implementada no NAESY mostrou bons resultados quando comparada com as respostas do
SAP2000 (2013) e da referéncia (Schweizerhof e Wriggers, 1986).
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P (N)

P (N)

P (N)

1000

“« NAESY R
F——SAP2000 M",.:t"‘
gookl * Schweizerhof e Wriggers (1986)
600 /,J,.- 3
ux
400 # :
200 { -
, ‘ , , ‘ , ‘ A R S
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
u (m)
X
Figura 3.8 Trajetdria de equilibrio — deslocamento horizontal do n6 13
1000 o ——— = ——— I
T —=NAESY
——SAP2000
300 '*-‘_‘_.“-‘-‘ * Schweizerhof e Wriggers (1986) ||
600 & I.».’h"""-«-.'..‘q
400 i u, -.\\
2001 M‘"‘-
0 P . . . . . . . L
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
u, (m)
y
Figura 3.9 Trajetoria de equilibrio — deslocamento vertical do n6 13
1000 P IR —_—
- tﬂﬂ*‘\h —=NAESY
e —_— ——SAP2000 |
800 ‘“““'l“"""-\..
600 -\\
A
400+
e
200+
0 . i . . . . . .
-0.01 -0.005 0 0.005 0.01

r, (rad)

Figura 3.10 Trajetoria de equilibrio — rotagdo do n6 6
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Em uma segunda andlise alterou-se a geometria das secBes transversais do pdrtico.
Neste modelo, a viga tem secéo transversal retangular com alturah =2 cm e base b =3 cm,
enquanto o pilar possui secéo transversal com geometria arbitréria, cujos pardmetros variam
linearmente ao longo do comprimento (Figura 3.11). As dimensdes da se¢éo inicial e final sdo
mostradas na Figura 3.12 e na Tabela 3.1. As propriedades fisicas, as condi¢bes de contorno e

o carregamento do problema original foram mantidos.

ht

hint
h

bint

Figura 3.11 Pilar de secdo arbitraria variavel Figura 3.12 Secéo transversal do pilar

Tabela 3.1 Variagdo nas dimensoes da se¢ao
h (cm) ht (cm) b (cm) hint (cm) bint (cm)
secdo inicial 3,0 1,0 40 3,0 2,5
secao final 1,0 0,5 1,0 1,0 0,5

O elemento de secdo variavel foi modelado considerando—se variagdo clbica da inércia
e adotaram-se a mesma discretizacdo (20 elementos, sendo 10 deles pertencentes a viga e 10
ao pilar) e os mesmos pardmetros para realizacdo da analise ndo-linear (numpc =100,
tol = 1043). Para fins de comparagdo, foi realizada também uma analise, no NAESY,
considerando o pilar construido por 20 elementos variando em salto.

Nos gréficos das Figuras 3.13 e 3.14 tém-se a trajetoria de equilibrio do deslocamento
horizontal do n6 13 e da rotacdo do n6 9, respectivamente. Novamente, os resultados obtidos
via NAESY e SAP2000 (2013) foram muito proximos. Ressalta-se que os resultados do
NAESY considerando variagdo cubica e em salto foram quase coincidentes, comprovando,
portanto, a eficiéncia da formulagdo ndo-linear e da estratégia de modelagem de elementos

ndo prismaticos apresentada.

44



1000 — ‘ : : -
— NAESY MWW

——SAP2000 o s
800{{ ——SALTO /

a3 ]
400 f-"" e .
202{/

70.002 0004 0006 0.008 001 0012 0014 0016 0018 002
u,_ (m)
X

P (N)

Figura 3.13 Trajetoria de equilibrio — deslocamento horizontal do n6 13

T, [=NAESY |
7 T ~+ SAP2000|
800" \\\“ —~SALTO |
600" N ]

B,
400;rZ (9
200

-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
ry(rad)

P (N)

Figura 3.14 Trajetoria de equilibrio — Rotagdo do né 9

3.4 Consideragcbes Normativas para Analise Nao-Linear
Geomeétrica

A analise ndo-linear com base em teorias geometricamente exatas exige o emprego de
ferramentas matematicas mais sofisticadas, que geralmente demandam maior tempo
computacional, principalmente quando o sistema estrutural é de grande porte. Neste contexto,
os processos simplificados de avaliagdo da estabilidade global sugeridos pelas normas podem
agilizar essa anélise, reduzindo, portanto, o gasto computacional. Sendo assim, o presente
trabalho, aborda também a analise ndo-linear geométrica simplificada para estruturas de
concreto armado, prescrita na ABNT NBR 6118 (2014).
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Para criar condigBes mais simples de célculo, a ABNT NBR 6118 (2014) prescreve que
a consideracdo dos efeitos de segunda ordem em uma anélise estrutural depende do tipo de
estrutura que serd analisada, podendo esta ser classificada como de noés fixos ou de nos
maveis.

No item 15.4.2 da ABNT NBR 6118 (2014), as estruturas de nos fixos sdo definidas
como aquelas nas quais o0s deslocamentos horizontais dos ndés sdo pequenos,
consequentemente os efeitos globais de segunda ordem sdo despreziveis, 0 que, em termos
quantitativos, expressam-se, em geral, como inferiores a 10% dos respectivos esforgos de
primeira ordem. Em contrapartida, as estruturas de nds moveis sdo aquelas em que o0s
deslocamentos horizontais ndo sdo pequenos, de maneira que o0s efeitos globais de segunda
ordem tornam-se relevantes. Nessas estruturas devem ser obrigatoriamente considerados
tanto os esforcos de segunda ordem globais como os locais.

A classificacdo da estrutura como de nos fixos ou de ndés moveis pode ser feita com

base no pardmetro de instabilidade o ou no coeficiente y, definidos pelas normas técnicas.

3.4.1 Parametro de Instabilidade (o)

O pardmetro de instabilidade o foi idealizado por Beck e Konig, em 1967, ao
estabelecerem um critério que determinasse se os efeitos de segunda ordem poderiam ser
desprezados quando nédo representassem acréscimo superior a 10% em relacéo aos efeitos de
primeira ordem. Em 1978, esse critério passou a fazer parte das recomendacfes do Comité
Euro-International du Béton (Codigo Modelo CEB-FIP, 1978) e em 2003 foi incorporado a
ABNT NBR 6118 (2014) (Ellwanger, 2012).

O pardmetro a é capaz de classificar a estrutura quanto a sua estabilidade global, porém
nao é possivel, através dele, se estimar os efeitos de segunda ordem. Ele é calculado

utilizando—-se a equagéo

a=Hy, /(EN—kI) , (3.22)

em que H,, ¢ a altura total da estrutura medida a partir do topo da fundagdo ou de um nivel
pouco deslocavel do subsolo; N, é o somatério de todas as cargas verticais atuantes (a partir

do nivel considerado para o calculo de H,;) com seu valor caracteristico, e El, representa

0 somatorio dos valores de rigidez de todos os pilares na dire¢do considerada, que no caso de
46



estruturas de porticos, trelicas ou mistas, pode ser considerado o valor da expressdo El. de
um pilar equivalente de segéo constante.

O pilar equivalente a um sistema estrutural consiste em um pilar engastado e livre, de
altura H,,; e secdo constante tal que, submetido a cargas horizontais, apresente 0s mesmos
deslocamentos em seu topo que os medidos no topo da estrutura considerada quando sujeita

ao mesmo carregamento (Figura 3.15), ou seja, o pilar equivalente possui a mesma rigidez

flexional que a estrutura considerada.

Figura 3.15 Pdrtico plano e pilar com rigidez equivalente

Para fins de simplificacdo, a rigidez, E,l,, de um pilar equivalente pode ser

determinada com base na consideragdo de uma carga horizontal, F, no topo do edificio. Neste
caso, a rigidez do pilar equivalente pode ser calculada a partir da expressao béasica

3
_ FHu (3.23)

(ECSIC)piIar 38 . !
es

em que &g corresponde ao deslocamento no topo da estrutura em estudo. Ressalta—se que o
valor de I deve ser calculado considerando—se as se¢Oes brutas dos pilares e deve—se utilizar

nos calculos o0 modulo de elasticidade secante ( E), calculado da seguinte forma (item 8.2.8

ABNT NBR 6118, 2014):

Ecs = OLi Eci ' (3-24)

sendo

ai=0,8+0,2331,0, (3.25)
80
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com E; sendo o mddulo de elasticidade do concreto e f, a resisténcia do concreto a

compressdo. Para concretos cuja resisténcia & compresséo varie entre 20 MPa e 50 MPa, o

modulo de elasticidade, E, pode ser calculado por

Ey = ag +5600,/f, | (3.26)

sendo oz um parametro que depende do tipo de agregado utilizado na fabrica¢éo do concreto
e E; e f, sdodados em megapascal (MPa).
O parémetro de instabilidade é comparado com um valor limite, o, relacionado com o

ndmero de andares do sistema estrutural, n, como segue:

0, =0,2+0,1n; se n<3 (3.27 @)

0,=06; se n>4 (3.27 b)

O valor de o, estipulado na Equacéo (3.27b) normalmente é adotado no caso das
estruturas usuais de edificios. Pode ser considerado também, e é até mais indicado, em casos
de associagdes de pilares—parede e para pdrticos associados a pilares—parede. No caso de

contraventamento constituido exclusivamente por pilares—parede, o valor admitido para oy
deve ser 0,7, e na situacéo em que so existirem porticos, o, deve ser reduzido para 0,5.

Se o for menor que oy a estrutura é considerada como de nos fixos, e os efeitos de
segunda ordem podem ser desconsiderados nos calculos (ABNT NBR 6118 (2014): item
15.5.2). E importante ressaltar que o parametro de instabilidade deve ser aplicado, idealmente,
a estruturas simétricas.

No &mbito do programa NAESY, a obtencdo do pardmetro o é feita como mostrado no
fluxograma da Figura 3.16. O processo de classificagdo da estrutura a partir do parametro de
instabilidade se inicia com o célculo de o,, que depende do numero de pavimentos do
edificio (num). Prossegue—se, entdo, com a determinacdo do somatdrio de forgas verticais,
N, , e do valor da rigidez do pilar de referéncia, El.. Para tanto, determina-se Y., que
corresponde ao maior valor da coordenada y, e 0 nUmero do ndé mais alto da estrutura, nnhc,

onde sera inserida a forca horizontal F. O proximo passo consiste no célculo dos

deslocamentos do sistema estrutural real, quando submetido & forca F. Como o deslocamento

horizontal no topo do pilar, &, , € igual ao do topo do edificio, d., pode-se realizar o
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célculo da rigidez do pilar de referéncia, E.l., a determinagdo de o e, consequentemente, a

classificagdo da estrutura.

/Htot num K, f/

Inicio

o, =0,2+0,1num

[
ngl
N =D f(i), i=i+3
i=2
|
Y = Max| coor (i, 2) |
i =nnhc
I
Ku=f,

S pilar = Ot =U (nnhc)

f, (nnhc) HE,
Ecslc :T
pilar
|
N
a=Hy E kl
CS' C

Estrutura de Sim Nio Estrutura de
nos fixos nds moveis

Figura 3.16 Fluxograma do célculo do parametro o

3.4.2 Coeficiente vy,

A principio, na andlise linear de um sistema estrutural submetido a cargas horizontais,
podem-se determinar os momentos de primeira ordem M;, em relacdo a base, e 0s

deslocamentos horizontais da estrutura. Devido a estes deslocamentos em presenca das cargas
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verticais, h4 um acréscimo do momento fletor (AM;) na base, resultando, portanto, em um
momento M. Uma ilustracdo simplificada da majoracdo de momentos na base de uma
estrutura pode ser observada na Figura 3.17.

N N
5
F F o=

—_ —_ ——
'

7Im,
77777
M,= FL

-
1*ordem

Figura 3.17 Majoracdo de momentos na base de um pilar devido aos efeitos de segunda ordem

Considerando o processo descrito acima dentro de um loop iterativo, pode-se dizer que
cada iteracdo gera acréscimos de momento que diminuem gradativamente até se tornarem
praticamente nulos, obtendo—se um momento final M, se a estrutura for estavel. Este processo
é ilustrado no gréfico da Figura 3.18.

O momento final M é a soma do momento de primeira ordem com o0s acréscimos de

momento de segunda ordem, e é descrito pela equacéo

M =M, +AM, + AM, + AM, +---+ AM. . (3.28)
M
M,
M, // AM3 =M, —M,
AM, =M3—M,
M,
AM; =M, —M,
M;
1 2 3 4 nimero de iteragdes

Figura 3.18 Determinagdo do momento final M
Fonte: adaptado de Moncayo (2011)
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De acordo com o CEB (1978), a sequéncia numérica dos acréscimos de momentos

consiste em uma progressdo geomeétrica decrescente com razdo, r, podendo ser escrita como:

AM, =rM,
AM, =rAM, =r(rM;)=r’M,
AMg =AM, =r(r*M,)=r’M, . (3.29)

AM, =rAM, , = r(ri‘lMl) =r'M,

Substituindo os valores dos acréscimos de momento na Equacdo (3.28) e colocando M;

em evidéncia, obtém-se:

M:M1(1+r+r2+r3+--~+ri) (3.30)

Substituindo, na equagéo anterior, a expressdo da soma dos termos da progressao

geométrica infinita de razdo, r, vé-se que

1
M = Ml(_j | (331)
1-r
em que r pode ser determinado, considerando—se apenas a primeira iteracdo do processo, ou
seja,
AM AM
r :Vl ou, em valores de calculo, r =——3% (3.32)

1 di

Substituindo-se (3.32) em (3.31), encontra—se

1
M=—-—M

Mdl

(3.33)

O fator que multiplica 0 momento M; foi definida por Franco e Vasconcelos (1991) como

coeficiente v, .
O coeficiente y, foi difundido e é amplamente utilizado no projeto de estruturas de

edificios, j& que, além de avaliar a importancia dos esforgos de segunda ordem globais,
também permite estimar seus valores a partir da majoracdo dos esfor¢os de primeira ordem,
como mostrado em sua deducgdo. Sua aplicacdo é vélida para estruturas reticuladas de no
minimo quatro andares. A equacdo generalizada de vy, , para o caso de edificios, apresentada

na ABNT NBR 6118 (2014) é:
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1

Y2 = . AM 4 (3.34)

M 1tot,d

sendo My tg © momento de tombamento, obtido através da soma dos momentos de todas as
forgas horizontais em relacdo & base da estrutura, e AMiotq & Soma dos produtos de todas as
forgas verticais atuantes na estrutura pelos deslocamentos horizontais de seus respectivos
pontos de aplicagdo, obtidos da andlise de primeira ordem.

Uma estrutura é considerada de n6s moveis se o valor de y, for superior a 1,1. Neste

caso, a avaliacdo dos esforgos finais (soma dos esforcos de primeira e segunda ordem) é
obtida de maneira aproximada a partir da majoracéo adicional dos esforgos horizontais por

0,95y, . Deve—se ressaltar que esse procedimento s6 é valido para valores de y, menores ou

iguais a 1,3 (ABNT NBR 6118: item 15.5.3).

Segundo os principios basicos de calculo, item 15.3 da ABNT NBR 6118 (2014), a ndo
linearidade fisica, presente nas estruturas de concreto armado, deve ser obrigatoriamente
considerada. Para a andlise dos esforcos globais de segunda ordem, esse tipo de ndo—
linearidade pode ser considerada de maneira aproximada, tomando-se como rigidez dos
elementos estruturais os seguintes valores:

e Lajes: (El)y, =0,3E I,

e Vigas: (El). =0,4E,l, para A, # A,

(El)sec = 0’5Eci Ic para A; = As

e Pilares: (El),. =0,8El,
em que | é a inércia do pilar bruto.
Alternativamente, quando a estrutura de contraventamento for composta exclusivamente

por vigas e pilares e y, for inferior a 1,3, pode—se considerar tanto para as vigas quanto para

os pilares, a rigidez equivalente dada por (El),. =0,7El.. Ressalta—se que esses valores
reduzidos de rigidez estabelecidos pela norma séo aproximados e ndo podem ser usados para
avaliar esforcos locais de segunda ordem, mesmo com modelos bem refinados.

O coeficiente y, é determinado com base na solucéo de uma analise linear elastica. Os
dados de entrada da rotina sdo: a matriz de coordenas nodais (coor), vetor de agdes externas
(), vetor deslocamentos, obtido na anélise linear elastica, (u) e matriz de rigidez elastica (Ke).

Inicialmente, calcula—se 0 momento devido as forcas horizontais atuantes em relagdo a base
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da estrutura, M, 4, seguido da determinagdo do momento adicional, AM 4, devido as
forgas verticais em presenca dos deslocamentos horizontais de 1% ordem. A partir desses
calcula—se y, e classifica—se a estrutura. Por fim, para estruturas de n6s moveis, a avalia¢éo

dos esforcos finais é feita de maneira aproximada (Figura 3.19).
/coor f u Ke/

ngl
Ml,tot,d = zf (I) COOI’( j’ 2)
i=1

=

i=i+3 j:%+3

Estrutura de Estrutura de

ndés moveis nos fixos
Ku =0,95y, f, > Fim

Figura 3.19 Fluxograma do célculo do pardmetro v,
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Capitulo 4
Aplicacgoes

O presente capitulo tem como objetivo a aplicacdo dos métodos estudados anteriormente na
analise de sistemas estruturais em aco e concreto armado. Inicialmente, ressalta—se que na
descricdo das aplicacBes subsequentes, trés tipos de andlise estrutural sdo consideradas, a
saber: a andlise linear (com consideragdo apenas de efeitos de 12 ordem), ndo-linear
geométrica corrotacional (baseada na formulagdo desenvolvida no Cap.3) e ndo-linear
aproximada, designada, nos termos da ABNT NBR 6118 (2014), aquela baseada na

majoracdo dos esforcos pelo coeficiente y,. Este ultimo tipo de analise foi considerado

apenas na segunda aplicagao.

A primeira aplicacdo consiste na anélise de um portico em ago destinado & construcéo
da estrutura de galpBes. Em seguida é analisado um edificio de 6 andares em concreto
armado, para o qual sdo apresentadas as respostas das analises linear, ndo—linear geométrica
corrotacional e ndo—linear aproximada.

Menciona-se que a validagdo das respostas obtidas segundo as formulagbes ndo—
lineares propostas nesta dissertagéo foi efetuada por meio de comparagdes realizadas com o
SAP2000 (2013) e, quando pertinente, com o TQS (2016).

4.1 Galpéao Industrial
A primeira aplicagdo trata—se da analise de segunda ordem do portico mostrado na Figura 4.1.

RB1 RB2 RB3 RB3 RB2 RB1 0,90
EC ISC IsC EC|| 5.00

\ 6@3,00 = 18,00 | 6@3,00 = 18,00 \ 6@3,00 = 18,00 \
} ‘ 54,00 ‘ |

Figura 4.1 Portico galpdo com elementos de secdo variavel (dimensdes em m),
FONTE: Adaptado de Li e Li (2002)
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O portico é constituido por perfis de aco A36 de secdo transversal tipo I. Para fins de
descrigdo do modelo, seus elementos sdo designados como segue: pilares de extremidade
(EC), vigas de cobertura (RB1, RB2, RB3) e pilares internos (ISC). A secdo transversal de
todos os elementos possui largura da mesa e espessuras da mesa e da alma constantes
(Figura 4.2), podendo a altura da alma variar linearmente ao longo de alguns elementos, como

indica—se na Tabela 4.1.

15
N
% d:-[f
D
300

Figura 4.2 Dimens0es da se¢do transversal do perfil utilizado (mm)

Tabela 4.1 Variacdo linear da altura da se¢do ao longo do comprimento de cada elemento (mm)
Tipo de se¢édo EC ISC RB1 RB2 RB3
Altura da se¢do (di—df) 600-200 300-300 600-400 600-400 600-300

Para este problema, inicialmente, determinou—se o carregamento critico (P¢r) definido
pelo arranjo de cargas mostrado na Figura 4.3. Para tanto empregou—se o0 modelo no qual cada
um dos elementos estruturais EC, ISC, RB1, RB2 e RB3 foi dividido em 4 subelementos de
analise, resultando em um modelo com 40 elementos (de 2 n6s) e 41 nds ao todo. Como vé-se
na Tabela 4.2, os resultados obtidos pelo programa NAESY e pelo SAP2000 (2013)

apresentam boa concordancia.

Figura 4.3 Portico com carregamento para analise de carga critica

Tabela 4.2 Carga critica de flambagem (kN)
NAESY SAP2000 Erro(%)
3538,97 3736,21 5,28

E importante mencionar que, em ambos os programas, foram utilizadas variages
cubicas de inércia ao longo dos elementos ndo prismaticos. Nota—se que a solugdo do
problema de autovalor generalizado indica, novamente, que a matriz de rigidez geométrica
implementada no software NAESY apresenta bom desempenho quando comparada com a

utilizada pelo SAP2000 (2013).
55



Em seguida, com o intuito de se verificar o desempenho das formulagdes
implementadas na descricdo de grandes deslocamentos, foi proposto o carregamento
apresentado na Figura 4.4, em que se incluiu uma forga horizontal no sistema, com mesma

intensidade das verticais, de modo a real¢ar o comportamento ndo-linear da resposta.

5

Figura 4.4 Portico carregado para analise ndo—linear geométrica

Para a analise ndo-linear corrotacional, a carga P=2000 kN foi dividida em 100
passos iguais e adotou—se a tolerancia tol =10 para verificacdo da convergéncia do processo
iterativo em termos do equilibrio de forgas. A Figura 4.5 mostra a deformada do poértico, na
qual os deslocamentos e os elementos do modelo foram desenhados na mesma escala, ou seja,
ndo se empregaram fatores de amplificacdo para realcar os valores de deslocamentos em
relacdo ao comprimento dos elementos. Nessa figura, a estrutura indeformada é representada
pela linha cinza, a deformada obtida pela consideragdo apenas dos efeitos de 12 ordem, pela
linha preta, enquanto as linhas vermelha e azul correspondem, respectivamente, a resposta
ndo-linear geométrica obtida via NAESY e SAP2000 (2013). Observando essa figura,
constata—se que, devido & magnitude dos deslocamentos horizontais e das forgas verticais nos

pilares, os efeitos de 22 ordem séo de grande relevancia na analise deste sistema.

Indeformada
—— Def. Linear
—— Def. NL NAESY

— Def. NL SAP2000

Figura 4.5 Deformada do portico

Uma verificagdo mais detalhada do comportamento estrutural, no que se diz respeito aos
deslocamentos, pode ser realizada por inspecdo das Figuras 4.6 a 4.8. Os graficos mostrados
nessas figuras correspondem a trajetdria de equilibrio dos deslocamentos e rotagdo do no de
extremidade do pilar esquerdo. Observando esses gréaficos percebe—se que a trajetoria mantém
um comportamento linear até valores da carga P proximos a 400 kN. A medida que se
aumenta o carregamento, a partir deste valor, hd uma acentuada diminuicdo da rigidez,

evidenciando o comportamento ndo-linear.
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Figura 4.6 Trajetoria de equilibrio — deslocamento horizontal no n6 do pilar de extremidade
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Figura 4.7 Trajetéria de equilibrio — deslocamento vertical no né do pilar de extremidade
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Figura 4.8 Trajetdria de equilibrio — rotacdo no n6 do pilar de extremidade

57



Nos graficos das Figuras 4.9 a 4.11 mostram-se os diagramas de esfor¢os nos elementos
correspondentes a resposta, obtida pelo NAESY, para o carregamento 100% aplicado, ou seja,
com P =2000 kN. Dentre os diversos efeitos da consideragdo da ndo-linearidade geométrica,
vale notar a acentuada variacdo do esforgo cortante ao longo do comprimento das duas
colunas centrais, efeito inexistente em uma analise linear. Como consequéncia, observa—se

uma notavel curvatura do diagrama de momento fletor.

Figura 4.11 Diagrama de momento fletor em escala 1/20 (cm/kN.m)

Os dados numéricos referentes aos esforgos, a esquerda e a direta dos nds mais
relevantes da estrutura (Figura 4.12), podem ser verificados nas Tabelas 4.3 a 4.5. Estas
contém resultados encontrados por ambos os softwares utilizados na analise, bem como o erro

relativo entre eles. Nota—se, de antemao, uma boa concordancia entre os resultados.

RB1 @ Re2 @® R (® RB (3 prm2 (5 RB1

Figura 4.12 Numeragdo dos n6s e nomeacdo dos elementos para identificacdo dos esforgos
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Tabela 4.3 Ag¢Oes de extremidade — Forga normal (N)

egg%gfo NG SAP2000 NAESY Erro (%)
EC 1 1,138E+06 1,124E+06 1,208
EC 2 -1,312E+06 -1,303E+06 0,664
RB1 2 1,254E+06 1,254E+06 0,040
RB1 3 -1,148E+06 -1,148E+06 0,034
RB2 3 1,147E+06 1,148E+06 0,122
RB2 4 1,186E+06 1,185E+06 0,055
ISC 5 2,176E+06 2,170E+06 0,285
ISC 4 -2,390E+06 -2,387E+06 0,114
RB3 4 9,5656E+05 9,526E+05 0,315
RB3 (e) 6 —9,536E+05 —9,503E+05 0,350
RB3 (d) 6 9,603E+05 9,571E+05 0,337
RB3 7 -9,614E+05 -9,581E+05 0,345
ISC 8 1,297E+06 1,293E+06 0,317
ISC 7 -1,478E+06 -1,478E+06 0,006
RB2 7 5,559E+05 5,471E+05 1,581
RB2 9 -5,168E+05 -5,072E+05 1,851
RB1 9 5,138E+05 5,047E+05 1,767
RB1 10 —-6,079E+05 -5,992E+05 1,432
EC 11 2,232E+06 2,224E+06 0,369
EC 10 —-2,411E+06 —2,409E+06 0,099
Tabela 4.4 AgOes de extremidade (Forca cortante — unidade N)
egg%gfo NG SAP2000 NAESY Erro (%)
EC 1 1,266E+06 1,277E+06 0,883
EC 2 -1,084E+06 -1,090E+06 0,513
RB1 2 -3,632E+05 -3,660E+05 0,758
RB1 3 6,200E+05 6,229E+05 0,474
RB2 3 -6,233E+05 -6,229E+05 0,057
RB2 4 5,453E+05 5,469E+05 0,294
ISC 5 1,082E+06 1,092E+06 0,903
ISC 4 -4,421E+05 —-4,496E+05 1,693
RB3 4 -1,078E+05 -1,103E+05 2,278
RB3 (e) 6 1,241E+05 1,272E+05 2,512
RB3 (d) 6 —5,075E+04 —5,569E+04 9,743
RB3 7 2,226E+04 2,533E+04 13,780
ISC 8 9,107E+05 9,218E+05 1,216
ISC 7 -5,716E+05 -5,796E+05 1,396
RB2 7 -5,257E+05 -5,275E+05 0,337
RB2 9 5,642E+05 5,656E+05 0,241
RB1 9 -5,670E+05 -5,678E+05 0,149
RB1 10 4,646E+05 4,664E+05 0,381
EC 11 1,343E+06 1,358E+06 1,144
EC 10 -9,851E+05 -9,875E+05 0,245
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Tabela 4.5 Ag¢Bes de extremidade (Momentos fletores — unidade N.m)

egg%gfo NG SAP2000 NAESY Erro (%)
EC 1 0,000E+00 0,000E+00 0,000
EC 2 5,877E+06 5,900E+06 0,390
RB1 2 _5,877E+06  -5,900E+06 0,391
RB1 3 _1,905E405  —2,030E+05 6,567
RB2 3 1,905E+05 2,030E+05 6,567
RB2 4 _3718E+06  —-3,744E+06 0,703
ISC 5 0,000E+00 0,000E+00 0,000
ISC 4 4,545E+06 4,593E+06 1,054
RB3 4 _8272E+05  —8,496E-+05 2,705

RB3 (¢) 6 _2369E+05  —2,371E+05 0,089

RB3 (d) 6 _2369E+05  —2,371E+05 0,089
RB3 7 _5553E405  —5,034E-+05 6,861
IsC 8 0,000E+00 0,000E+00 0,000
ISC 7 4,309E+06 4,363E+06 1,250
RB2 7 _3754E+06  —-3,770E+06 0,431
RB2 9 4,744E+05 4,811E+05 1,420
RB1 9 _4744E+05  —4,811E+05 1,420
RB1 10 _5,809E+06  —5,818E+06 0,151
EC 11 0,000E+00 0,000E+00 0,000
EC 10 5, 809E-+06 5,818E+06 0,151

De forma complementar, a Figura 4.13 mostra a variagdo ndo—linear do momento fletor

com o aumento gradual da carga P, enfatizando mais uma vez a concordancia entre oS

resultados obtidos.

P (kN)

2000 . .
= NAESY ]
|+ sAP2000 _.___..-"" ]
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T T 1

1000

2000 3000
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Momento fletor (N.m)

5000 6000

Figura 4.13 Trajetoria de equilibrio — momento fletor no n6 do pilar de extremidade
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4.2 Edificio de Multiplos Andares

Este exemplo foi realizado com o intuito de se estudar a aplicabilidade dos procedimentos de
analise, discutidos no presente trabalho, em sistemas estruturais em concreto armado. Para
tanto, foram realizadas as analises linear, ndo-linear corrotacional (NL) e nédo-linear

aproximada (NL Aprox.) do edificio comercial hipotético de 6 andares mostrado na

Figura 4.14.

Figura 4.14 Modelo tridimensional do edificio analisado
FONTE: TQS (2016)

Considerac0es gerais de projeto
As plantas dos pavimentos do edificio em estudo sdo mostradas nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17.
Devido as limitacGes de norma para analise aproximada, o projeto do edificio foi elaborado de

forma a garantir sua simetria.
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Figura 4.15 Planta de formas do pavimento atico
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Figura 4.17 Planta de formas do pavimento tipo (em destaque, o pdrtico da Figura 4.18)



A terminologia adotada para os diversos pavimentos do edificio pode ser observada na
Figura 4.18, que corresponde a uma vista em elevacdo do portico intermediario, composto

pelos pilares P4, Ps e Pe.
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Figura 4.18 Elevacdo do edificio (portico intermediario)

Para este projeto foram considerados os carregamentos descritos a seguir.

Cargas verticais:

1. Peso proprio (PP)
« Em érea: - laje macicga de 10 cm de altura: 2,5 kN/m?
« Linear: — viga (15%40): 0,15x0,40x25=1,5 kKN/m
— pilar (20%30): 0,20x0,30x 25=1,5 kN/m
— pilar (40%x40): 0,40x0,40x 25 = 4,0 kN/m
2. Carga permanente (PERM)
. Em érea: — pavimento tipo: 1 kN/m?
— pavimento cobertura: 2,0 kN/m?

— pavimento atico: 1,6 kN/m? (2 reservatorios de 2000 litros)
63



« Linear :— alvenaria do pavimento tipo: 0,15x2,6x15 = 5,85 kN/m
—alvenaria do pavimento atico: 0,15x 2,15x15 = 4,85 kN/m
Nota: — sobre a cobertura ndo ha alvenaria;

— acarga de alvenaria se aplica a todas as vigas do tipo e do éatico.
3. Carga acidental (ACID) — ABNT NBR 6120 (1980)

. Sobrecarga de ocupagdo — pavimento tipo: 2,0 kN/m? (escritorios)
— pavimento cobertura: 0,5 kN/m?

Forca Horizontal:
1. Vento

Para determinacdo das forcas horizontais devidas a acdo do vento segundo a ABNT
NBR 6123 (1988), foram utilizados os seguintes dados:
« Velocidade bésica do vento: 31 m/s
. Fator topografico: S; = 1,0 (terreno plano ou fracamente acidentado)
. Fator estatistico: S3= 1,0 (edificio comercial)
« Categoria: Il — Terrenos abertos em nivel ou aproximadamente em nivel, com
poucos obstaculos isolados
« Classe: A — Toda edificagdo na qual a maior dimens&o horizontal ou vertical ndo
exceda 20 m
Como o modulo do programa NAESY, considerado neste trabalho, possibilita apenas a
analise de sistemas estruturais bidimensionais, previamente a analise 2D, foi realizada uma
analise tridimensional do edificio através dos softwares SAP2000 (2013) e do TQS (2016),
com o objetivo de compatibilizar os modelos e se escolher o pértico que sera estudado (Figura
4.19).

Figura 4.19 Extragdo do portico plano intermediario
FONTE: SAP2000 (2013)
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Os carregamentos no portico bidimensional (Figura 4.20) foram determinados de

maneira aproximada, com conceitos do método das charneiras plasticas, e sdo mostrados nas

Tabelas 4.6, 4.7 € 4.8.

PP Q Py
INEREREEE
V, Pc Qp Pe Qp Py
FEREEEERE ANNENEREN
Vf Pa Qa Pd Qa Pa
FEEEEEERE ANNENEREN
Ve Pa Qa Pd Qa Pa
I RIP P PR RIT R
Vd:Pa Qa Pd Qa Pa
EEREERNRE N RERENREN!
Vc:Pa Qa Pd Qa Pa
FEENEEERE ANNENEREN
Vb:Pa Qa Pd Qa Pa
FEREEEERE ARNEEEREN
Velp, P P

Figura 4.20 Carregamento do portico plano

Tabelad.6: Cargas verticais concentradas (KN)

Cadigo PP PERM ACID
Pa 27,63 35,50 12,50
Py 25,38 12,50 3,13
Pc 26,88 12,50 3,13
Pq 50,75 41,75 25,00
Pe 10,00 25,00 6,25
Pt 20,88 22,13 0
Pg 23,38 22,13 0
Ph 2,25 0 0
Pi 6,00 0 0

Tabelad.7: Cargas verticais distribuidas (kN)

Cédigo PP PERM  ACID
Qa 17,13 7,10 2,50
Qb 17,13 2,50 0,63
Qe 17,13 6,85 0
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Tabela4.8: Cargas de Vento (KN/m)

Cadigo Vento
Va 2,75
Vp 3,25
Ve 3,56
Vy 3,61
Vs 3,94
Vyg 4,06
Vh 2,09

Na combinagdo de cargas foi considerado o efeito de todos os carregamentos com seus

valores caracteristicos. Para simplificar a modelagem, as cargas de vento e 0 peso proprio dos

pilares foram aplicados como forcas pontuais nos nos da estrutura (Figuras 4.21 e 4.22).

43,01 45,51 4301 2398 4551
T 209 {TT T 111
2,09 42,51 80,00 41,01 4251 2026 80,00 41,01
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39417563 ,g75 107,50 75,63 7563 p573 |117.50 75,63
ERERRRREEARERNRERN! 10,38 y T I
361 17563 p573 (11750 75,63 7563 ,g73  |117.50 75,63
T T T I 1076 g TV I T T
3,56 : 75,63 2673 117,50 75,63 75,63 26,73 117,50 75,63
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3250 17563 ,e75  |11750 75,63 7563 pg73  |117.50 75,63
EEEEREERERRRRRRERN 900 y IV T Ty P T Tl
275 15025 6,00 ”Jz,zs 2,25 6,00 2,25

Figura 4.21 Carregamento do portico plano Figura 4.22 Carregamento simplificado do portico

plano

Ressalta—se que, a comparagdo entre as respostas para o portico 2D em questéo e para o
portico espacial de onde ele se deriva apresenta boa concordancia. Porém, por ndo ser
pertinente no &mbito desta dissertagdo, que trata de problemas bidimensionais, optou-se por

ndo apresentar esses dados de comparacao.
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Em relagdo as propriedades fisicas, a resisténcia caracteristica do concreto a compresséo
(fe) € igual a 25 MPa e o coeficiente de Poisson v = 0,2. Em todas as analises foi considerado
0 modulo de elasticidade secante do concreto como prevé a ABNT NBR 6118 (2014). De
acordo com o item 15.3 da referida norma, a ndo—linearidade fisica, presente nas estruturas de
concreto armado, deve ser obrigatoriamente considerada. Neste exemplo, tal ndo—linearidade
serd admitida de maneira aproximada através da reducdo da rigidez a flexdo das vigas por um

fator de 0,40 e dos pilares por 0,80.

Solucéo linear e ndo-linear corrotacional

Para o melhor entendimento desse sistema estrutural no que se refere a seu comportamento
nao-linear, foram realizadas analises preliminares de 12 e 22 ordem, com incluséo da reduc¢do
de rigidez flexional para a simulacéo de efeitos fisicos ndo-lineares, utilizando-se o programa
NAESY. Para tanto, o edificio foi discretizado em 33 elementos (27 nds), como mostrado na
Figura 4.23.

2 e
6]
@ 28 @
@® 5 @
@®
@@@
@

Figura 4.23 Modelo discretizado

As propriedades fisicas e geométricas e a condicdo de carregamento utilizadas para
realizagdo da modelagem s&o as especificadas anteriormente. Em relacéo a analise ndo-linear,

o carregamento foi dividido em 100 passos de carga e a tolerancia utilizada para verificagéo
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da convergéncia foi de 0,01. Os resultados de deslocamentos e esforcos obtidos através de

ambas as analises podem ser observados na Figura 4.24 e nas Tabelas 4.9 e 4.10.

100

—o— Linear Mﬂ,.-"‘f
80 .....I’_,r-"
2w f;{%
5 -
% fﬁ Ux
20
00 002 003 004 005 006 007
Deslocamento (m)
Figura 4.24 Deslocamento horizontal no n6 8
Tabela 4.9 Resposta de deslocamentos para as solugdes linear e ndo-linear
NG uy (cm) uy (cm) rz (rad)
Linear NL Erro (%) Linear NL Erro (%) Linear NL Erro (%)
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0,770 0,912 15,502 -0,218  -0,216 0,010 -0,470 -0,533 0,119
3 2,072 2,496 16,987 -0,403 0,402 0,003 -0,469 -0,544 0,138
4 3289 3972 17,195 -0,555 0,556 0,001 -0,422 -0,479 0,120
5 4,248 5,103 16,755 -0,674  -0,675 0,002 -0,339 -0,372 0,089
6 4,891 5,832 16,135 -0,758 0,759 0,002 -0,268 -0,283 0,053
7 5,189 6,161 15,777 -0,807 0,808 0,002 -0,093 -0,098 0,050
8 5,290 6,270 15,630 -0,824  -0,825 0,002 -0,233 -0,236 0,013
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0,768 0,909 15,541 -0,157  -0,157 0,004 -0,357 -0,430 0,169
11 2,063 2,487 17,049 -0,288 0,292 0,015 -0,391 -0,478 0,182
12 3281 3,965 17,251 -0,394 0,401 0,018 -0,331 -0,396 0,165
13 4241 5,095 16,762 -0,474 0,483 0,019 -0,242 -0,280 0,135
14 4,880 5,820 16,151 -0,529  -0,539 0,018 -0,135 -0,152 0,108
15 5,198 6,170 15,754 -0,558 0,568 0,018 -0,076 -0,081 0,064
16 5264 6,244 15,695 -0,566  -0,576 0,018 0,064 0,060 0,051
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0
18 0,775 0,9159 15,438 -0,219 0,222 0,012 -0,134 -0,194 0,310
19 2,060 2,485 17,103 -0,398 0,406 0,019 -0,205 -0,279 0,265
20 32279 3,963 17,260 -0,537  -0,549 0,021 -0,151 -0,207 0,271
21 4,238 5,093 16,788 -0,637 0,651 0,021 -0,073 -0,106 0,308
22 4,879 5,820 16,168 -0,698 0,713 0,020 0,002 -0,012 1,133
23 5,181 6,153 15,797 -0,722 0,737 0,020 0,144 0,139 0,0368
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Tabela 4.10 Resposta de esforgos para as solugées linear e ndo— linear no no final de cada elemento

N° doel. Normal (kN) Cortante (kN) Momento fletor (kN.m)
Linear NL Dif. (%) Linear NL Dif. (%) Linear NL Dif. (%)
1 831,70 817,80 1,70 2,42 4,12 41,32 17,05 20,85 18,23
2 704,50 693,50 1,59 -3,96 -1,10 258,70 -5,97 -1,37 335,23
3 578,40 570,90 1,31 -4,40 -2,10 108,80 -7,94 -4,95 60,21
4 450,60 446,20 0,99 -6,70 -5,37 24,78 -12,41  -11,04 12,41
5 320,00 317,70 0,72 -9,91 -9,36 5,89 -16,88  -16,54 2,06
6 186,40 185,40 0,54 -9,07 -8,97 1,09 -18,59  -18,69 0,54
7 98,07 97,65 0,43 -27,24 21,24 0 -21,27 21,36 0,42
8 2,62 2,59 1,00 -15,28  -17,70 13,67 -39,93 4584 12,89
9 9,79 10,08 2,87 -16,26  -19,11 14,91 -41,84 48,79 14,24
10 8,45 8,62 1,98 -14,66  -16,82 12,84 -38,04 43,30 12,15
11 8,12 8,25 1,55 -11,86  -13,07 9,26 -31,12 34,09 8,71
12 12,85 12,96 0,85 -8,89 -9,38 5,30 -24,24 25,46 4,79
13 -10,00 -9,95 0,50 -4,83 4,95 2,47 -12,33  -12,63 2,38
14 29,33 29,39 0,20 -4,89 —4,94 0,89 -16,75  -16,84 0,53
15 1590,00 1584,00 0,38 39,93 45,40 12,05 108,20 125,40 13,71
16 1332,00 1327,00 0,38 29,78 37,33 20,22 49,24 62,35 21,03
17 1074,00 1070,00 0,38 23,38 28,64 18,36 26,94 32,10 16,07
18 816,20 813,20 0,37 17,23 19,95 13,63 13,86 14,28 2,94
19 557,70 555,90 0,32 12,42 13,3 6,61 4,15 2,67 55,34
20 298,90 298,00 0,30 0,11 0,06 93,26 -7,86 -9,42 16,51
21 110,40 110,10 0,27 29,33 29,04 1,00 0,99 0,27 260,80
22 -7,53 -7,65 1,66 -8,364  -10,74 22,12 -24,31 30,44 20,14
23 3,39 3,05 11,05 -9,902 -12,76 22,40 -27,58 34,92 21,02
24 2,31 2,07 11,45 -7,613 -9,77 22,05 -21,77 27,30 20,26
25 3,30 3,24 1,91 4,489 -5,72 21,45 -13,80 -16,94 18,54
26 0,54 0,55 2,58 -1,185 -1,70 30,17 -5,05 -6,36 20,65
27 19,23 19,48 1,28 2,386 2,24 6,76 2,62 2,25 16,56
28 833,10 838,90 0,69 21,23 22,99 7,66 35,68 39,79 10,33
29 682,30 686,10 0,55 28,76 31,65 9,13 45,17 49,80 9,30
30 529,90 531,60 0,32 25,37 27,64 8,21 36,51 39,45 7,45
31 379,90 380,30 0,11 23,06 24,40 5,49 32,38 33,76 4,09
32 232,90 232,80 0,04 19,77 20,33 2,75 27,51 27,87 1,29
33 89,27 89,21 0,07 19,23 19,32 0,47 24,78 24,68 0,41

Observando-se os resultados de deslocamento horizontal (ux) mostrados na Tabela 4.9,
pode—se constatar que 0s mesmos foram aumentados na média de 16% quando determinados
utilizando—se a analise ndo-linear corrotacional. Verifica—se 0 mesmo comportamento na
trajetéria de equilibrio mostrada na Figura 4.24. Em decorréncia do aumento de
deslocamentos houve também uma consideravel amplificacdo nos esforgos cortantes e fletores

de alguns componentes estruturais (Tabela 4.10). Pode—se concluir, portanto, de acordo com o
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que estd prescrito na ABNT NBR 6118 (2014), que essa estrutura é classificada como
estrutura de nds deslocaveis, por conseguinte, em sua andlise devem ser obrigatoriamente

considerados os esforgos de segunda ordem.

Solucéo nédo-linear aproximada

Como j& mencionado no Capitulo 3, outra maneira de se classificar estruturas quanto ao nivel
de deslocabilidade é através do pardmetro a e do coeficiente y,. Para tal, a classificacdo do
edificio e a analise estrutural segundo os critérios normativos foram realizadas através dos
programas TQS (2016) e NAESY.

A Tabela 4.11 mostra os valores obtidos para a e y; e a classificacdo do edificio. Pode—
se perceber que a classificacdo da estrutura através do processo simplificado foi condizente
com o resultado obtido nas analises exatas.

Tabela 4.11 Classificacdo da estrutura segundo os parametros de norma (o € vt Sa0 valores limites utilizados
para classificagdo da estrutura)

TQS NAESY
a 1,022 o> a, 0,9229 o> a,
o, 0,600 Estrutura de n6s moveis 0,600 Estrutura de nés moveis
Y, 1,264 Y, > Y sret 1,259 Y, > Y sret
Y aref 1,100 Estrutura de nés moveis 1,100 Estrutura de n6s moveis

Como o valor obtido para y, foi menor que 1,30, pdde—se aplicar a solugdo ndo—linear
aproximada prevista no item 15.7.2 da ABNT NBR 6118 (2014).

Os resultados de deslocamento, obtidos utilizando—se o programa NAESY, através das
analises linear, ndo—linear exata e ndo—linear aproximada sdo mostrados na Tabela 4.12 e na
Figura 4.25. Atraves desses resultados observa—se que os deslocamentos da solucéo

aproximada sdo 0s mesmos que 0s obtidos através da solucéo ndo—linear corrotacional.
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Tabelad.12 Resposta de deslocamentos para as solugdes linear, ndo-linear e ndo-linear aproximada

NG uy (cm) uy (cm) rz (rad)
Linear NL NL Aprox. Linear NL NL Aprox.  Linear NL NL Aprox.

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0,770 0,912 0,912 -0,218  -0,216 -0,216 -0,470 -0,533 -0,533
3 2,072 2,496 2,496 -0,403  -0,402 -0,402 -0,469 -0,544 -0,544
4 3289 3972 3,972 -0,555  -0,556 -0,556 -0,422 -0,479 -0,479
5 4,248 5,103 5,103 -0,674  -0,675 -0,675 -0,339 -0,372 -0,372
6 4,891 5832 5,832 -0,758  -0,759 -0,759 -0,268 -0,283 -0,283
7 5189 6,161 6,161 -0,807  -0,808 -0,808 -0,094 -0,098 -0,098
8 5290 6,270 6,270 -0,824  -0,825 -0,825 -0,233 -0,236 -0,236
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0,768 0,909 0,909 -0,157  -0,157 -0,157 -0,357 -0,430 -0,430
11 2,063 2,487 2,487 -0,288  -0,292 -0,292 -0,391 -0,478 -0,478
12 3,281 3,965 3,965 -0,394  -0,401 -0,401 -0,331 -0,396 -0,396
13 4,241 5,095 5,095 -0,474  -0,483 -0,483 -0,242 -0,280 -0,280
14 4,880 5,820 5,820 -0,529  -0,539 -0,539 -0,135 -0,152 -0,152
15 5,198 6,170 6,170 -0,558  -0,568 -0,568 -0,076 -0,081 -0,081
16 5264 6,244 6,244 -0,566  -0,576 -0,576 0,064 0,060 0,060
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0
18 0,775 0,916 0,916 -0,219  -0,222 -0,222 -0,134 -0,194 -0,194
19 2,060 2,485 2,485 -0,398  -0,406 -0,406 -0,205 -0,279 -0,279
20 3,279 3,963 3,963 -0,537  -0,549 -0,549 -0,151 -0,207 -0,207
21 4,238 5,093 5,093 -0,637  -0,651 -0,651 -0,073 -0,106 -0,106
22 4,879 5,820 5,820 -0,698  -0,713 -0,713 0,002 -0,012 -0,012
23 5181 6,153 6,153 -0,722  -0,737 -0,737 0,144 0,139 0,139

[ ] Indeformada
Def. Linear
— Def. NL

Figura 4.25 Deformada do edificio com os deslocamentos amplificados em 50 vezes

— Def. NL Aprox.
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Os valores absolutos para os esfor¢os do n6 final (n6 da esquerda) de cada elemento sdo

mostrados na Tabela 4.13 e nos graficos das Figuras 4.26, 4.27 e 4.28.

Tabelad.13 Resposta de esfor¢os para solugdo ndo- linear e ndo-linear aproximada no nd final de cada elemento

N° elm. Normal (kN) Cortante (kN) Fletor (kN.m)
NL NL Aprox. Erro(%) NL NL Aprox. Erro(%) NL NL Aprox. Erro (%)
1 -817,80 -821,20 0,42 —4,12 -4,76 1549  -8,48 -7,99 577
2 -693,50 —696,30 0,40 1,10 1,53 38,50 -1,94 -2,48 27,38
3 -570,90 572,70 0,32 2,10 2,32 1051  -1,35 -1,86 37,72
4 -446,20  -447,10 0,20 5,37 511 4,84 -5,06 -4,89 3,50
5 -317,70  -318,10 0,13 9,36 8,84 558 -11,54 -10,79 6,50
6 -185,40 185,60 0,11 8,97 8,56 4,52 -8,22 -7,50 8,73
7 -97,65 -97,75 0,10 27,24 26,80 1,62 -33,12 -32,48 1,93
8 -2,59 4,48 72,59 17,70 17,61 051 42,69 42,47 0,52
9 -10,08 -11,43 13,39 19,11 18,83 1,47  -46,78  -46,05 1,56
10 -8,62 -10,09 17,04 16,82 16,85 0,18  -40,79 40,89 0,25
11 -8,25 -9,83 19,18 13,07 13,48 3,14 31,29 -32,34 3,36
12 -12,96 -14,63 12,89 9,38 9,90 546  -21,46 22,78 6,15
13 9,95 8,45 15,04 4,95 5,34 790 -12,11  -13,10 8,18
14 -29,39 -29,30 0,31 4,94 5,21 5,49 -7,85 -8,56 9,10
15 -1584,00 -1590,00 0,38  -4540 -47,77 5,22 10,78 13,75 27,55
16  -1327,00 -1332,00 0,38 -37,33 -35,63 4,55 49,60 47,90 3,43
17 -1070,00 -1075,00 0,47  -28,64 27,96 2,37 53,81 51,57 4,16
18 -813,20 816,60 0,42  -19,95 -20,65 3,51 45,56 45,25 0,68
19 -555,90  -558,00 0,38 -13,30 -14,65 10,15 37,24 38,91 4,48
20 -298,00  —299,20 0,40 -0,06 -1,07 1769,76 9,59 11,69 21,94
21 -110,10  -110,70 0,54  -29,04 -29,30 0,90 57,81 58,52 1,23
22 7,65 7,66 0,10 10,74 10,68 056  -23,26 23,15 0,47
23 -3,05 -3,76 23,37 12,76 12,47 227 -28,88 28,20 2,35
24 2,07 -2,78 34,20 9,77 9,81 0,40 -2153 -2164 0,51
25 -3,24 -3,83 18,22 5,72 6,11 6,96 -11,63 -12,61 8,43
26 -0,55 -1,05 89,78 1,70 2,20 29,82 2,122  -3,36 58,39
27 -19,48 -19,78 1,54 -2,24 -1,89 15,66 8,928 8,09 9,34
28 -838,90 —843,30 052 -22,99 23,54 2,39 29,14 29,78 2,20
29 -686,10  —690,20 0,60 -31,65 -31,20 1,42 45,11 44,55 1,24
30 -531,60 535,30 0,70  -27,64 27,44 0,72 43,46 42,97 1,13
31 -380,30  —383,00 0,71  -24,40 -24,66 1,07 39,45 39,62 0,43
32 -232,80 -234,40 0,69 -20,33 -20,83 2,46 33,13 33,82 2,08
33 -89,21 -89,78 0,64 -19,32 -19,78 2,38 33,28 34,11 2,49

72



5007 T T T T T T
S b
< [
=g L )
< -500
E L
’5 )
2 [ )
8--1000
5 I
a o
-1500¢ —= Ndo Linear Aprox.
—e Nd&o Linear
[ Linear
- | [ | [ | [ [ T T T
2000 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
N° do elemento
Figura 4.26 Esforco normal nos elementos
—e N&o Linear Aprox. |
40 —e N&o Linear I
Linear
é 20 P |
% % o ! °
[ o 0 ]
S o¢ ¢ 1r M 1[ ” L1 s | ‘ | ) x
(@] L)
Q
On
S ’ H
"UJJa -20 é s lee—
.
| s
-40 1
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
N° do elemento
Figura 4.27 Esforgo cortante nos elementos
75 T T T T T T T
—e Né&o Linear Aprox.
—e N&o Linear . ?
_ 50F—= Linear [
£ T T ' te .
=z K
s a
= 25
=i
(5] [ ]
I 2
. V | t
5 1Tl I s
) s
§ 11 ¢
-25 ® ]
: ¢
l | ¢
_50 [ [ | [ [ | [ [ | |
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

N° do elemento

Figura 4.28 Momento fletor no n6 extremo direito de cada elemento

73



Em relag&o aos esfor¢os normais (Figura 4.26), os valores obtidos através dos trés tipos

de andlise foram muito préximos, isso se deve ao fato destes esfor¢os ndo sofrerem grandes

alteragdes em decorréncia dos deslocamentos horizontais no sistema estrutural. Em

contrapartida, pode—se notar que os esforgos cortantes (Figura 4.27) e momentos fletores no

nd final do elemento (Figura 4.28) assumem valores diferentes ao se comparar a andlise linear

e ndo-linear (exata e aproximada). Devido & amplitude desses esforgos, para facilitar a

comparacdo entre as andlises, foram gerados graficos com os valores de esforgos

normalizados em relacdo aos seus respectivos valores obtidos na anélise linear (Figuras 4.29,

4.30 e 4.31).
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Tratando—se do diagrama de cores (Figuras 4.29a, 4.30a e 4.31a) deve—se ressaltar que
os elementos cujas cores variam do azul escuro ao azul ciano (de 0 a 1 na escala) séo
elementos nos quais os esforgos obtidos na andlise linear sdo maiores do que os da anélise de
segunda ordem sendo, portanto, elementos superdimensionados naquela analise (desfavoravel
economicamente). Neste caso citam-se 0s elementos 2, 3, 4 das Figuras 4.30a e 4.31a. Em
contrapartida, os elementos cujas cores constam no intervalo de 1 a 2,5, sdo elementos
subdimensionados em uma andlise linear e, portanto, prejudiciais & seguranca da edificacéo
(elementos 1 e 26 das Figuras 4.30a e 4.31a, respectivamente). Quando a cor dos elementos é
mais proxima do azul ciano (1 da escala de cores), mais proximos entre si sdo o0s resultados
das andlises linear e ndo-linear.

Os graficos das Figuras 4.29b, 4.30b e 4.31b também mostram a comparagdo entre 0s
diferentes tipos de anélise. Orientando—-se pela linha azul ciano, pode-se identificar como os
resultados da andlise ndo-linear (exata e aproximada) se diferenciaram dos resultados lineares
em cada elemento.

Os gréficos também facilitam a comparacgdo entre os resultados ndo-lineares obtidos
através dos processos preciso (corrotacional) e do aproximado. Em relacéo ao esfor¢o normal
(Figuras 4.29b), verifica—se que em alguns elementos de viga (do 8 ao 13 e do 23 a0 26) a
analise aproximada gera resultados discrepantes em relagéo a analise ndo-linear corrotacional.
Isso também pode ser verificado para os elementos 20 e 26 nos gréficos das Figuras 4.30b e

4.31b, respectivamente. No entanto, na grande maioria dos casos, verifica—Se que 0 processo
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aproximado gera resultados bastante proximos aos resultados da analise ndo-linear precisa
(corrotacional).

Foi realizada também a avaliacdo do coeficiente y, considerando diferentes valores de
fo« para o edificio em estudo. Os resultados encontrados sdo mostrados na Figura 4.32 e na
Tabela 4.14. Como esperado, a medida que se aumenta a rigidez do sistema, ocorre uma
redugdo nos valores de y,, cabe ainda ressaltar que para o presente edificio essa relacéo é
nao-linear. Apesar da reducdo do y;, para o sistema estrutural em estudo e os valores de fex

considerados, a estrutura continua sendo classificada como estrutura de nés deslocaveis.

Tabela4.14 fy versus vy,

ka Y z

20 1,299
25 1,259
30 1,232
35 1,211
40 1,195
45 1,181
50 1,171

1.3
1.25 \
NO12 \\\
\D
1.15— »
1']20""25"”30’"’35"”40”"45""50

1:ck

Figura 4.32 fyversus v,
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Capitulo 5
Conclusoes

O presente trabalho teve como objetivo a andlise ndo-linear geométrica de sistemas
estruturais planos em aco e concreto armado, constituidos por elementos com rigidez variavel.
Com este propdsito, utilizou-se a formulacdo do Método da Rigidez Direta (ou dos
Deslocamentos) para a determinagdo da matriz de rigidez do sistema. A matriz de rigidez
geométrica foi obtida a partir da consideragdo do momento fletor e do esforgo cortante
gerados por cargas axiais em presenca de deslocamento lateral do elemento. O
desenvolvimento de tal formulagdo, estabelecida a partir da configuracdo deformada do
elemento estrutural, foi considerada da maneira mais geral possivel, de modo a permitir a
modelagem de estruturas com elementos com os mais diversos tipos de rigidez variavel ao
longo de seu eixo. Para tanto, utilizaram-se leis de variacdo linear, parabdlica, cubica e
quartica, e considerou—se o processo de integracdo de Gauss—Legendre para a determinagéo
das integrais pertinentes.

No ambito da andlise ndo-linear, utilizou-se o método incremental-iterativo de
Newton—Raphson com controle de carga que, associado & atualizacdo da matriz de rigidez
tangente em cada iteracdo e a abordagem corrotacional, permitiu a descricdo do
comportamento de sistemas estruturais submetidos a grandes deslocamentos. O carregamento
critico foi determinado resolvendo-se o problema de autovalor generalizado correspondente.

De forma complementar, teorias simplificadas consideradas em normas técnicas
também foram objeto de estudo deste trabalho, e resultados obtidos segundo essas teorias,
para estruturas planas em concreto armado, foram verificados a luz da formula¢do néo-linear
geral, precisa, desenvolvida ao longo da pesquisa.

A partir das aplicagOes realizadas, pode-se perceber que as formulagdes adotadas
resolvem de forma eficaz os problemas sugeridos. Das aplicagbes parciais referentes ao
célculo da carga critica (Capitulo 2), nota—se que a matriz de rigidez implementada

proporciona resultados coerentes e ¢ eficaz, sobretudo, na analise de sistemas estruturais com
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elementos ndo prisméaticos, que constituem, na verdade, um dos objetivos centrais desta
pesquisa. Em relacdo & modelagem de elementos de se¢do varidvel, cita—se, ainda, o quédo
relevante é a etapa de determinagdo do tipo de variacdo a ser considerada para que o modelo
simplificado se aproxime do modelo real da estrutura em estudo e proporcione a obtencdo de
resultados precisos.

No que se refere & analise ndo—linear, a partir dos resultados obtidos nas aplicacdes dos
capitulos 3 e 4, verifica—se que a formula¢&o implementada resolveu, com éxito, os problemas
propostos, de forma a determinar o caminho de equilibrio em concordancia com as respostas
encontradas através do software SAP2000 (2013) e demais referéncias.

Especial atencdo deve ser dada a Ultima aplicacdo do Capitulo 4, no qual foi analisado
um edificio de 6 andares em concreto armado. Nesta aplicacdo, pode ser constatada a
importancia da consideracdo da analise ndo-linear em detrimento da andlise linear, para se
prever, de forma mais realistica, 0 comportamento estrutural. Ressalta—se ainda que, no que
concerne a analise ndo-linear geométrica em estruturas de concreto armado, os procedimentos
simplificados de norma sdo capazes de classificar a estrutura e calcular, de maneira
satisfatoria e incrivelmente simples, os esforcos globais de segunda ordem. Sendo assim, a
utilizacdo da analise ndo-linear aproximada, em detrimento da analise ndo—linear exata, tras
como beneficios rapidez e praticidade. Deve—se atentar, no entanto, que este tipo de analise s6
pode ser realizado para edificagbes simétricas, com nimero de andares igual ou superior a 4 e
quando o coeficiente de majoracéo y, ndo for superior a 1,3. Como a maioria dos edificios
convencionais dos grandes centros urbanos respeita a essas restrigdes, o processo simplificado
vem sendo amplamente utilizado.

Por fim, ressalta—se que a estratégia adotada na simulacdo da rigidez varidvel de
elementos estruturais com se¢fes geométricas quaisquer (usuais ou ndo) facilita enormemente
a geracdo dos modelos, mesmo quando se faz comparagdo com o processo de geragdo desses
modelos em softwares como o SAP2000 (2013). Menciona—se que isso se explica pelo fato
de, no programa NAESY, empregarem-se processos baseados em formulagdes integrais de

contorno para a criagdo das segoes.

Sugestdes para trabalhos futuros

A seguir mencionam-se algumas sugestdes para trabalhos futuros:
e Inclusdo, no programa NAESY, de formulacGes de analises que considerem a ndo—

linearidade fisica do material;
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Estudo da ndo—linearidade fisica realizada através de prescri¢cfes normativas;
Implementacéo de especificacdes da ABNT NBR 8800 (2008) na analise de estruturas em
aco;

Modelagem de elementos ndo prisméaticos considerando métodos alternativos como o
descrito em Liu et. al. (2016);

Incluséo de outros processos iterativos no algoritmo de Newton—-Raphson, como processo
de controle de deslocamento e processo de controle de carga e deslocamento (comprimento
de arco);

Anédlise de estruturas com ligagOes semirrigidas;

Estudo estatistico da eficiéncia do coeficiente y, na predicdo da resposta ndo-linear a partir
da majoracdo da resposta linear;

Extensdo dos processos ndo-lineares discutidos nesta pesquisa ao modulo de andlise de

estruturas espaciais do programa NAESY.
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